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 要  旨 
偏微分方程式のシミュレーションにおいて広い領域の一部分だけの特性を知りた
い場合，計算コスト削減のためにその部分のみを切り取り，外縁に仮想的な境界条件
を課すことで小さい領域の問題に帰着させることが多い．しかし，よく用いられる単
純な境界条件では，系からの流出時に発生する人工的な反射によって計算領域内の解
が汚染されるため，十分な精度の解を得るためには広い領域を扱う必要がある． 
この問題を解決するために，あらゆる分野で流出側に特殊な境界条件を組み込む研
究が行われている．その 1 つとして，仮想吸収層と呼ばれる手法がある．これは流
出側境界の手前に散逸領域を設け，境界に到達する前に波や渦を減衰させる手法で，
電磁波解析の波動方程式や Schrödinger 方程式，流体方程式など幅広い分野で使わ
れている． 
本研究ではこの仮想吸収層を簡約化した流体および電磁流体方程式に実装し，その
効果を調べた．対象とした現象はカルマン渦列と磁気リコネクションである．カルマ
ン渦列とは，流れの中に障害物を置いたときにその後方に規則的に生成される渦列の
ことで，多くのシミュレーションが行われている現象である．一方，磁気リコネクシ
ョンとは，磁力線の繋ぎ代わりにより磁気エネルギーを運動エネルギーに変換してプ
ラズマを流出させる現象であり，流体モデルで流出境界を用いたシミュレーションは
ほとんどない． 
カルマン渦列のシミュレーションでは，計算領域を十分に広く取った計算と狭い領
域での計算を比較し，仮想吸収層を実装することで狭い領域での精度を向上させるこ
とができた．一方，磁気リコネクションのシミュレーションでは，Sommerfeld 放射
条件と仮想吸収層を組み合わせることで，これまで行われていない人工的な流れを与
えない状況での非定常リコネクションの再現に成功した．実験との比較や物理的検証
など，今後の展望が期待される． 
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1 はじめに
偏微分方程式で表される問題の中には広い領域を想定したものがあるが，計算機はメモ
リや計算時間などの問題で広い領域を扱うことを苦手としている．そこで，シミュレー
ションの際には一部の領域のみを切り取り，その周りに仮想的な境界条件を課すことに
よって小さい領域の問題に帰着させることがよくある．しかし，よく使われる単純な境界
条件では，例えば系からの流出を伴うシミュレーションなどにおいて仮想境界で人工的な
反射が発生し，計算領域内に影響を及ぼしてしまう．そのため，精度の良い数値解を得る
には十分な大きさの領域を扱わなければならず，計算コストがかかる．
この問題を解決するために，流出側に特殊な境界条件を取り入れる研究が多く行われて
いる [1, 2, 3, 4, 5]．流出側の境界の扱い方はその系の支配方程式に左右されるが，時間と
空間に関する微分階数が等しい双曲型の偏微分方程式の場合，解を特性曲線に沿った成分
に分解することができる [6, 7]．1次元問題を考えた場合，双曲型方程式の境界条件は片
側のみで十分であり，特性曲線ごとに流入側に境界条件を与えれば，流出側は風上のみを
参照する数値計算手法を実装することで流出を達成できる．しかし，拡散項などによって
時間に対して 2階の空間微分を含む放物型の場合や，楕円型の方程式を系に含む場合，領
域の両端で境界条件が必要となる．この問題を解決するために，Sommerfeld [1] は放射
境界条件と呼ばれる特殊な境界の取り扱い方を提唱した．その後も各分野で流出境界が議
論されている [2, 3, 4, 5, 8]が，その多くは Israeliら [2]の提唱した放射境界条件の中の
吸収境界条件と仮想吸収層の 2種類に分けられる．
吸収境界条件とは，流出側境界上で外向きに移流する方程式を近似し，風上差分法など
で流出させる手法である．特性曲線に分解する手法もこれに該当すると考えられる [2, 3]．
この手法では境界のみに人工的な条件を課し，有効なシミュレーション領域は計算領域全
体にとれるため演算時間に大きな変化が起こらないが，空間が多次元であったり式や現象
が煩雑になるにつれて近似が増え，性能が発揮できなくなる [2]．線形の波動方程式に対
しては吸収境界条件の研究が盛んに行われており [8, 9, 10, 11, 12]，代表的なものとして
電磁波のアンテナ解析等で広く用いられる Mur の吸収境界条件 [9] があげられる．これ
は境界上では外向きの進行波しかないと仮定したもので，近似的にではあるが 2次元問題
に対応できることが示されている．他にも Higdon[10]や Liao[11]などによってより精度
の高い近似も提案されている．流体方程式では線形方程式の場合は特性方程式に分解する
のが主流 [3]になっており，非線形方程式では Sommerfeld放射条件 [13, 14, 15, 16, 17]
がよく用いられる．
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もう一方の仮想吸収層とは，流出側境界の手前に散逸領域を設け，波を減衰させる手法
である．こちらは吸収境界条件と異なり，層を設けた分だけ有効なシミュレーション領
域が減少してしまうが，高次元化にも比較的容易に対応できる．代表的なものは線形波
動方程式で用いられる Berengerの提唱した Perfectly Matched Layer (PML) [18] であ
る．これは電磁波を記述する波動方程式にそれぞれインピーダンスの連続性を考慮した
減衰項を入れる手法で，波動方程式の流出条件として広く使われており [11, 12]，PML
の実装方法を工夫して精度向上を目指す研究もある [19, 20]．また，Schrodinger方程式
にも応用されている [21, 22]．流体の分野でも吸収層を取り入れる試みがいくつか存在
し，Hu らが線形，非線形の Euler，Navier-Stokes 方程式に対して研究した報告がある
[23, 24, 25]．Cruzら [26]は，非線形波動方程式に対してエネルギー吸収帯と名づけた吸
収層と Sommerfeld放射条件を組み合わせた流出境界を実装しているが，筆者の知る限り
ベクトル形式の方程式に実装された例しかなく，流体分野における吸収層の理論はまだ発
展の余地がありそうである．
本研究では線形波動方程式における PMLを基に，簡約化流体方程式と簡約化電磁流体
方程式に仮想吸収層を実装した．どちらも非線形方程式で，2次元非圧縮の仮定により簡
約化されたものである．この簡約化を用いると音波を扱う必要がなくなり，時間ステップ
を大きく取ることができるため，乱流やプラズマなど計算量の多い分野でよく用いられる
[6, 27, 28]．簡約化によって系に Poisson方程式が導入されるが，Poisson方程式は時間
微分を含まない楕円型の偏微分方程式である．よって，吸収層や境界条件による影響が他
の放物型，双曲型などの非線形流体方程式 [24, 25]と異なる可能性がある．この簡約化非
線形方程式に対して，線形偏微分方程式に用いられる PMLの理論を援用し，その有用性
を検証した．
第 2節では簡約化流体方程式に吸収層を導入した効果を検証する．計算には有限差分法
を用い，渦の並進運動やカルマン渦列を対象に数値実験を行う．第 3節では第 2節の結果
を参考に簡約化電磁流体方程式に対して吸収層を導入する．計算には有限差分法とスペク
トル法を用い，磁気リコネクション [28, 29] を数値計算対象にした結果を述べる．最後に
第 4節で全体のまとめと今後の展望を記載する．
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2 簡約化流体方程式への仮想吸収層の実装
この節では 2次元，非圧縮性の仮定の下で簡約化した流体方程式に対して仮想吸収層を
実装し，その効果を検証する．2.1節で支配方程式となる簡約化流体方程式の導出を行い，
2.2節で有限差分法による計算手法を記述する．2.3節で Berengerの PML [18]を参考に
した吸収層の導入を述べ，2.4節で厳密解に基づく渦の並進運動とカルマン渦列を題材に
シミュレーションを行い，吸収層の効果を検証する．この節の研究成果の一部は文献 [30]
にも掲載されている．
2.1 簡約化流体方程式
3次元の流体運動を記述する Navier-Stokes方程式から，支配方程式となる簡約化流体
方程式を導出する．その後，本研究で扱う渦の並進運動とカルマン渦列における境界条件
を設定する．
2.1.1 導出
3次元空間における流体の運動は，外力を無視し，粘性を一様とした Navier-Stokes方
程式:
@u
@t
+ (u  r)u =  1

rp+ 1
3
r (r  u) + u (2.1)
で表される [31]． は粘性係数であり，速度ベクトル u = (ux; uy; uz)t，密度 ，圧力 p
が変数である．これら 5個の変数は，Navier-Stokes方程式 (2.1) の各成分 3本の式と密
度の連続の式:
@
@t
+r  (v) = 0; (2.2)
断熱過程における圧力変化: 
@
@t
+ u  r

p

= 0 (2.3)
の合計 5本の方程式によって閉じられる．
本研究では非圧縮性 (r  u = 0)を仮定した 2次元流体を考える．この場合，Navier-
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Stokes方程式 (2.1)の右辺第 2項が落ちるため，両辺の回転 (r)をとると，
r

@u
@t
+ (u  r)u

=  rr p
0
+ ru (2.4)
となる．ただし，密度  を正の定数 0 とした．(2.4) 式の左辺はベクトル公式 r 
f(A  r)Ag = A r (rA)+ (r A) (rA) f(rA)  rgA を使うと次のよう
に変形できる:
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(r u) + u  r (r u) + (r  u) (r u)  f(r u)  rgu:
(2.5)
非圧縮性の仮定により，(2.5)式の右辺第 3項は落ちる．ここで渦度 ! を速度の回転の z
成分 (!  (r u)  z^，z^は z方向の単位ベクトル) と定義し，(2.5)式の z成分をとると，
r
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(2.6)
となる．ただし，最後の変形には uz = 0とし，z 方向に一様な 2次元流れであることを
考慮し，@uz=@z = 0を使った．流れ関数 を u  r z^ と定義すると，(2.6)式はさ
らに整理できる:
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@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  @
@x
@!
@y
=
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@t
+ f; !g : (2.7)
ただし，ff; gg  (@f=@y)(@g=@x)  (@f=@x)(@g=@y) は Poisson括弧と呼ばれ，物理量
を保存する項を明示するために用いられる演算子である．一方，(2.4)式の右辺について，
第 1項は rrA = 0により落ち，第 2項の z 成分はラプラシアンと回転を入れ替え，
! となる. 以上をまとめると，渦度方程式:
@!
@t
+ f; !g = ! (2.8)
が得られる．
また，渦度と流れ関数の間には．Poisson方程式:
! = (r u)  z^ = @uy
@x
  @ux
@y
=  @
2
@x2
  @
2
@y2
=   (2.9)
が成り立つため，渦度 ! と流れ関数 の変数 2つに対し，渦度方程式 (2.8)，Poisson方
程式 (2.9) の 2本の方程式を解くことで，2次元流体運動を記述できる.
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0障害物
Ly/2
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計算領域
図 1: 簡約化流体方程式の数値計算で考える領域．x 2 [0; Lx]，y 2 [0; Ly]の矩形の領域で，x = 0
の辺から流入，x = Lx の辺から流出する．カルマン渦列の数値計算では，障害物はその中心
が y = Ly=2を通るように設置する．
2.1.2 境界条件
本研究では数値計算対象として渦の並進運動とカルマン渦列を扱うが，どちらも
x 2 [0; Lx]，y 2 [0; Ly]の矩形の計算領域とする．x軸に平行な流れが x = 0となる辺か
ら垂直に流入速度 U0  0で流入し，その対辺である x = Lx の辺から流出する状況を考
える (図 1参照)．このときの境界条件は，流入側境界からの流入速度が全域の並進速度と
して保たれるよう，渦度方程式 (2.8)と Poisson方程式 (2.9)の !; の両方に対して，流
出側以外の 3辺 (x = 0, y = 0, y = Ly)では Dirichlet条件，
!(t; x; y) = 0; (t; x; y) = U0

y   Ly
2

(2.10)
を課した．一方，流出側 (x = Lx)には仮想吸収層を配置するが，比較のために簡単な境
界条件の例としてよく用いられる Neumann条件 [15]
@!
@x

x=Lx
= 0;
@
@x

x=Lx
= 0 (2.11)
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や，与えられた速度 (ここでは流入速度 U0 に等しいとする) で必ず渦が流出すると仮定す
る 2種類の Sommerfeld放射条件 [1, 15, 17]，
は Dirichlet :
@!
@t

x=Lx
=  U0 @!
@x

x=Lx
; (t; Lx; y) = U0

y   Ly
2

(2.12)
も移流方程式 :
@!
@t

x=Lx
=  U0 @!
@x

x=Lx
;
@
@t

x=Lx
=  U0 @
@x

x=Lx
(2.13)
も用いた．ただし，(2.12)式では流体の流出速度を流入速度 U0 と等しく保つように，
に対しては Dirichlet条件 (2.10)を与え，(2.13)式では も流入速度 U0 で流出すると仮
定している [17]．
カルマン渦列の数値計算を行う場合，計算領域内に障害物を設置する．その障害物表面
では流速が 0になると考え，流れ関数 の定義 u  r z^ より，粘着条件:
ux(t; x; y) =
@
@y
= 0; uy(t; x; y) =  @
@x
= 0 (2.14)
を課した．
2.2 有限差分法に基づく数値解法
本研究では渦度方程式 (2.8) と Poisson方程式 (2.9) に対して有限差分法を使って計算
した．変数の更新順序は図 2 のようになっている．それぞれの方程式の数値解法を以下
に記す．
2.2.1 渦度方程式の離散化
渦度方程式 (2.8)には時間微分の項が含まれているため，それを使って時間発展を計算
することができる．そこで，2次精度の Adams-Bashforth法 (AB2) [32]を用いて時間発
展を計算することにした．
Adams-Bashforth法とは常微分方程式の数値解法の 1つで，現在のステップだけでな
く，前の時間ステップにおける値も使って次のステップを計算する方法である．時間積分
によく使われる Runge-Kutta法と比較すると，前の時間ステップを保存する分だけメモ
リを余分に用意しなければならないが，演算量が少ないという利点を持つ．変数  に対し
て時間ステップ幅を tとし，時間ステップ番号を上付き添字 nで表すと 1次，2次精度
7
の初期値を与える 方程式で
の初期値を計算
出力 を方程式で更新
を 方程式で更新
初
期
化
ル
プ
障害物上の を修正
図 2: シミュレーションにおける計算順序．初期化は ! のみを与え，は Poisson方程式から計算
する．各時間ステップにおける変数の更新は，支配方程式に時間微分のある変数 ! を時間積
分数値解法によって更新した後，更新された ! を使って Poisson方程式から を計算する．
の解法は以下のようになる:
1次精度 : n+1 ' n +t@
@t
n (2.15)
2次精度 : n+1 ' n +t

3
2
@
@t
n   1
2
@
@t
n 1 (2.16)
ただし，1次精度 (2.15)は陽的 Euler法に等しい．ここでは 2次精度 (2.16)を用いて計
算するが，第 1ステップでは n  1ステップ目の値を保持していないため，第 1ステップ
は陽的 Euler法 (2.15) で計算した．
一方，空間差分の離散化については，渦度方程式 (2.8)左辺第 2項の移流項には 2次，
4次精度の Arakawa法 [33]を，右辺の拡散項には 2次，4次精度の中心差分法を用いた．
それぞれ計算のために必要となるグリッドは図 3a のようになり，詳細を以下に記す．
■移流項の離散化{Arakawa法 Arakawa法 [33]とは Poisson括弧 ff; gg を離散化する
手法で，簡約化方程式をはじめとする時間積分を伴うシミュレーションにおいてエンスト
ロフィー (
RR
!2 dx dy =2)やエネルギー (
RR juj2 dx dy =2)などを保存することができる．
x; y 方向のグリッドサイズを x;y とし，それぞれのグリッド番号を下付き添字 i; j を
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i i+1i-1i-2 i+2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i i+1i-1i-2 i+2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i i+1i-1i-2 i+2
(a) (b)
(c) (d)
移流項
拡散項
2次精度 4次精度
精度
種類
i i+1i-1i-2 i+2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
図 3: 移流項の Poisson括弧 ff; ggと拡散項 g の離散化に必要となるグリッド．四角い点枠が求
めるグリッド i; j の位置を表し，緑丸が f; g が必要となるグリッド，赤四角が g のみ必要と
なるグリッドである．(a)と (b)が 2次，4次精度の Arakawa法 (2.23)，(2.24) の場合で，
(c)と (d)が 2次，4次精度の中心差分法 (2.25)，(2.26) の場合に対応する．
用いて表すことにする．ff; gg = @f@y @g@x   @f@x @g@y の 3種類の 2次精度の離散化:
ff; gg++i;j '
1
4xy
n
  (fi+1;j   fi 1;j) (gi;j+1   gi;j 1)
+ (fi;j+1   fi;j 1) (gi+1;j   gi 1;j)
o
; (2.17)
ff; gg+i;j '
1
4xy
n
  fi+1;j (gi+1;j+1   gi+1;j 1)
+ fi 1;j (gi 1;j+1   gi 1;j 1)
+ fi;j+1 (gi+1;j+1   gi 1;j+1)
  fi;j 1 (gi+1;j 1   gi 1;j 1)
o
; (2.18)
ff; gg+i;j '
1
4xy
n
  fi+1;j+1 (gi;j+1   gi+1;j)
+ fi 1;j 1 (gi 1;j   gi;j 1)
+ fi 1;j+1 (gi;j+1   gi 1;j)
  fi+1;j 1 (gi+1;j   gi;j 1)
o
(2.19)
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と，3種類の 4次精度の離散化:
ff; ggi;j '
1
8xy
n
  (fi+1;j+1   fi 1;j 1) (gi 1;j+1   gi+1;j 1)
+ (fi 1;j+1   fi+1;j 1) (gi+1;j+1   gi 1;j 1)
o
; (2.20)
ff; gg+2i;j '
1
8xy
n
  fi+2;j (gi+1;j+1   gi+1;j 1)
+ fi 2;j (gi 1;j+1   gi 1;j 1)
+ fi;j+2 (gi+1;j+1   gi 1;j+1)
 +fi;j 2 (gi+1;j 1   gi 1;j 1)
o
; (2.21)
ff; gg+2i;j '
1
8xy
n
  fi+1;j+1 (gi;j+2   gi+2;j)
+ fi 1;j 1 (gi 2;j   gi;j 2)
+ fi 1;j+1 (gi;j+2   gi 2;j)
  fi+1;j 1 (gi+2;j   gi;j 2)
o
(2.22)
の平均を取ることで，2次，4次精度の Arakawa法を得る:
2次精度 : ff; ggi;j '
1
3

ff; gg++i;j + ff; gg+i;j + ff; gg+i;j

; (2.23)
4次精度 : ff; ggi;j '
2
3

ff; gg++i;j + ff; gg+i;j + ff; gg+i;j

  1
3

ff; ggi;j + ff; gg+
2
i;j + ff; gg+
2
i;j

(2.24)
(図 3a, b 参照)．ただし，Arakawaの原著論文 [33]とは Poisson括弧 ff; gg = @f@y @g@x  
@f
@x
@g
@y の定義の符号が異なることに注意されたい．
■拡散項の離散化{中心差分法 拡散項 f =
 
@2f=@x2

+
 
@2f=@y2

の離散化には 2
次，4次精度の中心差分法:
2次精度 f

i;j
' fi+1;j   2fi;j + fi 1;j
x2
+
fi;j+1   2fi;j + fi;j 1
y2
， (2.25)
4次精度 f

i;j
'  fi+2;j + 16fi+1;j   30fi;j + 16fi 1;j   fi 2;j
12x2
+
 fi;j+1 + 16fi;j+1   30fi;j + 16fi;j 1   fi;j 2
12y2
: (2.26)
を用いた (図 3c, d参照)．
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2.2.2 Poisson方程式
Poisson方程式 (2.9)では，既知の ! を使って未知の を求める．このとき，を 2
次の中心差分法 (2.25)で離散化すると，離散化された Poisson方程式は連立 1次方程式:

 = A; (2.27)

 =
0BBBBBBBBBBBBBBBB@
...
!i 1;j
...
!i;j 1
!i;j
!i;j+1
...
!i+1;j
...
1CCCCCCCCCCCCCCCCA
;  =
0BBBBBBBBBBBBBBBB@
...
i 1;j
...
i;j 1
i;j
i;j+1
...
i+1;j
...
1CCCCCCCCCCCCCCCCA
; A =
1
h2
0BBBBBBBBBBBBBBBB@
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
 1  1 4  1  1
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
 1  1 4  1  1
 1  1 4  1  1
 1  1 4  1  1
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
 1  1 4  1  1
. . .
. . .
. . .
. . .
. . .
1CCCCCCCCCCCCCCCCA
となる．ただし，簡単化のために x = y = hとしており，Aの空白部分には 0 が入
り，2次精度 (2.25)の場合に帯幅を 2(Nx + 1) + 1 (Ny < Nx ならば帯幅 2(Ny + 1) + 1)
とする帯行列となるが，実際に行う数値計算では，後に記す境界条件の離散化式も考慮す
るため，行列 Aはより複雑な構造を持つ．Aは帯行列の形をしているので，行列計算用ラ
イブラリ LAPACK[34]の帯行列用サブルーチン\dgbtrf" により LU分解を，\dgbtrs"
により前進消去と後退代入を行った．
4次精度の場合は周り 9点を使う正方形型の Poisson方程式専用の差分式 [35]:
1
h2
n
  20i;j + 4 (i+1;j + i 1;j + i;j+1 + i;j 1)
+ (i+1;j+1 + i+1;j 1 + i 1;j+1 + i 1;j 1)
o
=  h
2
2
 r2!
i;j
  6!i;j +O
 
h4

:
(2.28)
に対応する行列 Aを作り，連立 1次方程式 (2.27)を解く．ここで，(2.28)式の右辺第 1
項のラプラシアンの離散化は 2次精度で十分であるため，2次の中心差分法 (2.25)によっ
て離散化している．
2次，4次精度の計算で必要とする点の配置を図 4 にまとめた．計算する帯行列の帯幅
は 2次精度 (2.25)と 4次精度 (2.28)式の場合で 2(Nx + 1) + 1 から 2(Nx + 2) + 1 に変
化するため，注意されたい (実際には後述する境界条件によってさらに変動する)．
2.2.3 境界条件の離散化
図 1の矩形領域における計算領域外縁部，つまり x軸に垂直な x = 0，Lx となる 2辺
と y 軸に垂直な y = 0，Ly となる 2辺の合計 4辺に用いる境界条件と，障害物外縁にお
11
i i+1i-1i-2 i+2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i i+1i-1i-2 i+2
(a) (b)
図 4: Poisson 方程式 (2.9) を空間方向 4 次精度で解くために必要となるグリッドの位置関係．赤
四角は ! のみ，青三角は  のみ，緑丸は両方を必要とするグリッドであることを表す．(a)
は 2次精度の解法，(b)は 4次精度の解法に対応する．
ける境界条件の実装方法についてまとめる．以下では簡単のため，計算領域外縁部の説明
ではグリッド番号 i = Nx (y 軸に平行な x = Lx となる境界) に実装した例を述べ，障害
物外縁部の説明では障害物左辺に対応するグリッド番号 i = Cx に実装した例を述べる．
2次，4次精度どちらでも境界条件は同一だが，精度に応じた離散化式を用いる．また，
4次精度では渦度方程式 (2.8)の計算に 2つ隣のグリッドまで必要となる (図 3b，d参照)
ため，境界の 1つ手前のグリッドでは移流項と拡散項をそれぞれ，
ff; ggNx 1;j '
 fNx 1;j+2 + 8fNx 1;j+1   8fNx 1;j 1 + fNx 1;j 2
12y
3gNx;j + 10gNx 1;j   18gNx 2;j + 6gNx 3;j 2   gNx 4;j 2
12x
  3fNx;j + 10fNx 1;j   18fNx 2;j + 6fNx 3;j 2   fNx 4;j 2
12x
 gNx 1;j+2 + 8gNx 1;j+1   8gNx 1;j 1 + gNx 1;j 2
12y
; (2.29)
f

Nx 1;j
' 10fNx;j   15fNx 1;j   4fNx 2;j + 14fNx 3;j   6fNx 4;j + fNx 5;j
12x2
+
 fNx 1;j+2 + 16fNx 1;j+1   30fNx 1;j + 16fNx 1;j 1   fNx 1;j 2
12x2
(2.30)
のように差分をずらして計算を行うことにした．このとき必要になるグリッドは図 5 の
ようになっている．
■Dirichlet境界条件 (2.10)式を離散化し，
!Nx;j = 0; Nx;j = U0

yj   Ly
2

(2.31)
12
Nx-1 Nx
j
j+2
j+1
j-1
j-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
Nx-5 Nx-4 Nx-3 Nx-2 Nx-1 NxNx-5 Nx-4 Nx-3 Nx-2
(a) (b)
図 5: 渦度方程式 (2.8) を有限差分法で空間方向 4次精度で解く際に，境界の 1 つ手前のグリッド
(i = Nx   1)の計算に必要となるグリッドの位置関係．解法を変更せずに計算すると 2つ隣
のグリッドまで参照するため (図 3b参照)，移流項は (a)，拡散項は (b)のように境界垂直方
向に参照するグリッドをずらして計算する．
とした．ただし，y 軸方向のグリッド番号 j を用い，yj = jy としている．
■Neumann境界条件 Neumann境界条件 (2.11)の離散化には，ゴーストグリッドを定
義する場合としない場合の 2種類を実装した．
1つ目は (2.11)式を境界の反対側について 1点のみ参照する離散化:
2次精度 :
Nx+1;j   Nx 1;j
2x
' 0 ) Nx+1;j = Nx 1;j ; (2.32)
4次精度 :
3Nx+1;j + 10Nx;j   18Nx 1;j + 6Nx 2;j   Nx 3;j
12x
' 0
) Nx+1;j =
 10Nx;j + 18Nx 1;j   6Nx 2;j + Nx 3;j
3
(2.33)
により，Nx + 1番目のグリッド点となる位置 (x = Lx +x) にゴーストグリッドを作り
計算する．4次精度での境界上の渦度方程式 (2.8)の計算では，移流項の Poisson括弧は
境界条件により 0となり，拡散項のラプラシアンには (2.30)式と同じ離散化式を使う (表
1a参照)．
2 つ目の手法はゴーストグリッドを作らず，(2.11) 式を片側差分法で離散化して得ら
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表 1: Neumann 境界条件の 2 種類の計算方法のまとめ．(a) がゴーストグリッドを参照する場合
で，(b)が参照しない場合である．各セルの上段の図は Poisson方程式 (2.9)を使って点四角
に囲まれたグリッドにおける i;j を更新するために必要な変数を示し，下段の図は渦度方程
式 (2.8)を使って点四角に囲まれた !i;j を更新するために必要な変数を示している．青三角
が のみ，赤四角が ! のみ，緑丸が ，! の両方を必要とすることを表す．太線で描かれた
格子は計算領域外縁の境界である．
HHHHHHH
位置
i = Nx   1 i = Nx i = Nx + 1
手法 精度 (境界の 1つ隣) (境界) (ゴーストグリッド)
ゴーストグリッドを参照しない． ゴーストグリッドを参照する．
(a) 2次 は変更なし (2.27)， は変更なし (2.27)， 補外で計算．
! も変更なし (2.23)，(2.25)． ! は (2.25)，移流項は 0． ，! 共に (2.32)．
i i+1i-1i-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-3i-4
j
j+2
j+1
j-1
j-2
φ
ω
i i+1i-1i-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-3i-4
j
j+2
j+1
j-1
j-2
φ
ω
ii-1i-2i-3
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-4
j
j+2
j+1
j-1
j-2
φ
ω
ゴーストグリッドを参照しない． ゴーストグリッドを参照する．
4次 は変更なし (2.28)， は変更なし (2.28)， 補外で計算．
! は (2.29)，(2.30)． ! は (2.30)，移流項は 0． ，! 共に (2.33)．
i i+1i-1i-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-3i-4
j
j+2
j+1
j-1
j-2
φ
ω
i i+1i-1i-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-3i-4
j
j+2
j+1
j-1
j-2
φ
ω
ii-1i-2i-3
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-4
j
j+2
j+1
j-1
j-2
φ
ω
は変更なし (2.27)，
(b) 2次 ! も変更なし (2.23)，(2.25)． ，! 共に (2.34)． 参照しない．
i i+1i-1i-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-3i-4
j
j+2
j+1
j-1
j-2
φ
ω
ii-1i-2i-3
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-4
j
j+2
j+1
j-1
j-2
φ
ω
は変更なし (2.28)，
4次 ! は (2.29)，(2.30)． ，! 共に (2.35)． 参照しない．
i i+1i-1i-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-3i-4
j
j+2
j+1
j-1
j-2
φ
ω
ii-1i-2i-3
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-4
j
j+2
j+1
j-1
j-2
φ
ω
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れる，
2次精度 :
3Nx;j   4Nx 1;j + Nx 2;j
2x
' 0 ) Nx;j =
4Nx 1;j   Nx 1;j
3
;
(2.34)
4次精度 :
25Nx;j   48Nx 1;j + 36Nx 2;j   16Nx 3;j + 3Nx 4;j
12x
' 0
) Nx;j =
48Nx 1;j   36Nx 2;j + 16Nx 3;j   3Nx 4;j
25
(2.35)
により，直接境界上の変数の値を計算する (表 1b参照)．
■Sommerfeld放射条件 流れ関数 に Dirichlet条件を課す (2.12)式，流れ関数 にも
移流方程式を解く (2.13)式のどちらの場合も，移流方程式を風上差分法で離散化した，
2次精度 :
@
@t

Nx;j
'  U0 3Nx;j   4Nx 1;j + Nx 2;j
2x
(2.36)
4次精度 :
@
@t

Nx;j
'  U0 25Nx;j   48Nx 1;j + 36Nx 2;j   16Nx 3;j + 3Nx 4;j
12x
(2.37)
を用い，AB2 (2.16)式で計算する．
■障害物外縁の境界条件の離散化 障害物における境界条件は， については粘着条件
(2.14)の通りだが，! については明示的に与えることが難しい．そこで本研究では，先に
粘着条件 (2.14) の 2本の式の一方のみを使って境界上の を定め，粘着条件 (2.14)の残
りの式を考慮した Poisson方程式 (2.9)について，更新された を使うことで境界上の !
を陽的に計算した [30]．
まずは 2 次精度の場合について記述する．境界と平行方向の勾配に関する粘着条件
(2.14) により， は障害物外縁の境界上全体で等しい値を持つことがわかる．(2.10) 式
により，(x; y) = (0; Ly=2)で  = 0が成り立つことから，障害物の上下で流量が同じで
あると仮定し，境界上 (i = Cx)での の値を 0とした．障害物境界上 (i = Cx)での !
は，を求める際に使われなかった境界垂直方向の勾配に関する粘着条件 (2.14)を使い，
Neumann 条件 (2.32) と同様に  のゴーストグリッド (i = Cx + 1) を定義し，Poisson
方程式 (2.9)から陽的に求めた (表 2の 2次精度参照)．
4次精度の場合，境界上 (i = Cx)だけでなく 1つ流体側のグリッド (i = Cx   1)でも
!の計算をせずに，先に を解くことにした．そのため，計算領域全体で を求める際に
障害物境界上 (i = Cx)とその 1つ流体側 (i = Cx   1)までの ! が求まっていない．そ
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表 2: 粘着境界条件 (2.14)を課した障害物周辺での計算方法のまとめ．太線で描かれた障害物境界
(Cx)の左側に流体がある場合の例．各図は点四角に囲まれたグリッドにおける i;j，!i;j を
更新するために必要な変数を示しており，青三角が のみ，赤四角が ! のみ，緑丸が ，!
の両方を必要とすることを表す．表内の丸で囲まれた数字は計算順序である．
HHHHHHH
位置
i = Cx   2 i = Cx   1 i = Cx i = Cx + 1
精度 (境界の 2つ流体側) (境界の 1つ流体側) (障害物境界) (ゴーストグリッド)
2 2 　 2 2
Poisson方程式 (2.9)を Poisson方程式 (2.9)を 境界平行方向の 境界垂直方向の
変更なし (2.27)． 変更なし (2.27)． 粘着条件 (2.14)から 粘着条件 (2.14)から
2次 i;j = 0． (2.32)で補外.

i i+1i-1i-2 i+2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i i+1i-1i-2 i+2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-1 ii-2i-3
j
j+2
j+1
j-1
j-2
1 1 　 3 　
　　 渦度方程式 (2.8)を 渦度方程式 (2.8)を Poisson方程式 (2.9)を
変更なし (2.23)，(2.25)． 変更なし (2.23)，(2.25)． (2.25)で陽的に計算． 参照しない.
　　 !
i i+1i-1i-2 i+2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i i+1i-1i-2 i+2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
ii-1i-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i+1
2 2 　 2
Poisson方程式 (2.9)で 境界垂直方向の 境界平行方向の
(2.28)の! を 粘着条件 (2.14)から 粘着条件 (2.14)から
4次 (2.39)に変更． (2.38)で補間． i;j = 0． 参照しない．

i i+1i-1i-2 i+2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-3 ii-1i-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-3 i+1
1 3 　 3 　
　　 渦度方程式 (2.8)を Poisson方程式 (2.9)を Poisson方程式 (2.9)を
変更なし (2.24)，(2.26)． (2.26)，(2.40)で陽的に． (2.26)，(2.41)で陽的に． 参照しない.
　　 !
i i+1i-1i-2 i+2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
ii-1i-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-3 i+1i-4 ii-1i-2
j
j+2
j+1
j-1
j-2
i-3i-5 i-4
こで，境界上 (i = Cx)での の値は 2次精度と同様に 0とし，1つ流体側 (i = Cx   1)
の は境界上 (i = Cx)における境界垂直方向の勾配に関する境界条件から
25Cx;j   48Cx 1;j + 36Cx 2;j   16Cx 3;j + 3Cx 4;j
12x
' 0
) Cx 1;j =
25Cx;j + 36Cx 2;j   16Cx 3;j + 3Cx 4;j
48
(2.38)
によって補間することで求めた．2つ流体側 (i = Cx   1)の は (2.28)式右辺第 1項の
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吸収層物理領域
δ
図 6: PML に基づく仮想吸収層を実装した場合の計算領域の概略図．色付けされた部分が吸収層
に対応する．
ラプラシアン (!)の境界垂直方向の 2階微分に対して 2次の片側差分法:
@2!
@x2

i
' 2!i   5!i 1 + 4!i 2   !i 3
x2
(2.39)
を用いた離散化式によって求めた．その後，障害物上と 1つ流体側の ! を境界垂直方向
の 2階微分に対して 4次の片側差分法:
@2
@x2

i
' 10i+1   15i   4i 1 + 14i 2   6i 3 + i 4
12x2
; (2.40)
@2
@x2

i
' 45i   154i 1 + 216i 2   156i 3 + 61i 4   10i 5
12x2
(2.41)
を用いて離散化した Poisson方程式 (2.9)から陽的に求めた (表 2の 4次精度参照)．
2.3 Perfectly Matched Layer に基づく吸収層の導入
本節では，1994年に Berengerが発表した Perfectly Matched Layer (PML) [18]を参
考に渦度方程式 (2.8) に減衰項を追加し，仮想吸収層で渦を減衰させる手法について述
べる．また，実装した仮想吸収層の吸収性能を評価するための基準として残留率を導入
する．
2.3.1 吸収項を導入した渦度方程式
文献 [18]を参考に，x 2 [0; Lx]，y 2 [0; Ly] とする計算領域の流出側に図 6 のような
PMLに基づく吸収層を実装した．吸収層を実装するにあたり，渦度方程式 (2.8)に渦を
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吸収する減衰項 n(x)! を加えた:
@!
@t
+ f; !g+ n(x)! = !: (2.42)
この式は n(x) = 0となるとき，減衰項を含まない渦度方程式 (2.8)と等しくなる．
この系では更新された ! を用いて  を更新する (図 2 参照)．よって，減衰項を加え
た渦度方程式 (2.42) によって更新された ! から求められた  は，減衰項の影響を陰に
含むと言える．故に本論文では渦度方程式 (2.8)にのみ減衰項を追加し，Poisson方程式
(2.9)は変更しないこととした．また，本論文において吸収層を用いる際の流出側境界条
件 (x = Lx) には基本的に Neumann条件 (2.11)を課すことにする．
減衰係数 n(x)は次のように定義した:
n(x) =
8><>:
0 (x  Lp)
max

x  Lp

n
(x > Lp)
(n = 0; 1; 2;    ) : (2.43)
ただし， は仮想吸収層の厚さ，nは n (x)のベキの次数，max は最大吸収係数であり，
仮想吸収層の開始位置は Lp = Lx    で表される (図 6参照)．
(2.43)式では，n(x)の n次導関数が仮想吸収層の開始位置 x = Lp で不連続になる．
波動方程式における PMLの理論 [18]では，仮想吸収層に出入りする際の媒質変化によっ
て生じる反射を減衰係数 n(x)の次数 nによらず理論的に 0にすることができるが，シ
ミュレーションでは数値的な反射が生じることが知られている [19, 20]．これは移流方程
式に仮想吸収層を導入した場合も同様で，離散化すると減衰係数の変化により数値的な反
射が生じる．そこで，領域全体での媒質変化を極力小さくするために，次のような関数を
減衰係数とする吸収層も議論することにした:
1(x) =
8>>><>>>:
0 (x  Lp)
max
2

tanh

tan




x  Lx + 
2

+ 1

(Lp < x < Lx)
max (x = Lx)
: (2.44)
これは有界な台をもち無限回微分可能なテスト関数 [63]，
f(x) =
8<:
0 (jxj  1)
exp

1
x2   1

(jxj < 1) (2.45)
を参考に，単調増加する関数を選んだ．(2.44)式中段の関数は定義域両端で片側微分可能
で，導関数の極限値も 0になる．以後，n =1 と記した場合は (2.44)式を用いることを
表す．関数の概形は図 7 に示す．
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2.3.2 残留率による吸収性能の評価
仮想吸収層のパラメータ ，n，max による渦の吸収性能を見積もるために，残留率 R
を導入する．波動方程式において PMLを実装した場合，波が PML内に入り吸収されな
がら計算領域外縁部に到達する．その後，外縁部で生じた反射波が内部領域に帰ってく
る．文献 [18]では波が PMLに入る直前と，外縁部で反射し PMLから出てきた後との振
幅の比率を解析的に求めることで吸収性能を見積もっていた．しかし，本研究で扱う非線
形な渦度方程式では解析的に減衰と反射を求めることが困難である．そこで，非粘性の渦
度方程式において移流速度を一定とした 1次元移流方程式から，片道分の残留率 R を求
め代替する．片道分としている理由は，移流方程式は波動方程式と異なり理論的に 1方向
の波の移流しか存在し得ないためであり，Rは渦が吸収層に入ってから外縁部に当たるま
でに吸収されずに残る振幅の比率を表す (文献 [18]における Rは Reection factorに由
来するが，本研究における Rは Residual ratioに由来し，理論的には文献 [18]の片道分
(2乗根)に相当する)．Rの値が小さいほど理論上の吸収性能が高い．
導出のため，位相速度 cの 1次元移流方程式に減衰項を導入した，
@u
@t
+ n(x)u =  c@u
@x
(2.46)
について考える．振幅 A，波数 k，虚数単位 i を用いて初期値 A exp (ikx) を与えると，
(2.46)式の厳密解は次のようになる:
u = A exp fik (x  ct)g exp

 1
c
Z x
x ct
n() d

: (2.47)
(2.47)式において最後の指数因子が波の減衰を表し，残留率 Rは減衰係数 n(x)が n次
関数 (2.43)の場合は
R = exp
(
 1
c
Z Lx
Lp
n() d
)
= exp

  max
(n+ 1) c

; (2.48)
無限回微分可能な関数 (2.44)の場合は，1 の仮想吸収層内での対称性により，
R = exp
(
 1
c
Z Lx
Lp
1() d
)
= exp

 max
2c

(2.49)
と求められる．
残留率 R = 13:5% と幅  = 2:0 を固定した吸収層内での n(x) の振る舞いを図 7 に
示す．
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図 7: n = 0，1，2，1における減衰係数 n(x)の関数形．これらの関数は全て同じ積分値を持つ
ため，同じ残留率となる．
2.4 数値実験
2.1, 2.3 節で記述した手法を用いて 2つの運動について数値シミュレーションを行い，
その結果を記す．
1つ目は，非粘性 ( = 0)の厳密解に微小な粘性を与えた運動を扱った．既存の境界条
件と仮想吸収層を実装した場合で，境界付近での渦の振る舞いを比較した．2つ目は現実
問題に則した例として，流れ中に四角柱の障害物を置いたカルマン渦列の運動を扱った．
流出側境界が十分遠方にある広い計算領域で行った数値計算結果と，境界の取り扱いを
様々に変更し，狭い計算領域で行った結果の相違を観察した．
2.4.1 厳密解に基づく渦の流出シミュレーション
渦度方程式 (2.8)と Poisson方程式 (2.9)には次のような非粘性 ( = 0)の厳密解が存
在する [24, 36]:
 (t; x; y) = Umaxbe
1
2

1  r2
b2

+ U0y (2.50)
! (t; x; y) =
Umax
b
e
1
2

1  r2
b2

2  r
2
b2

: (2.51)
ただし，r =
q
(x  U0t)2 + y2 であり，Umax は渦の中心から半径 r = b における最大
流速の絶対値を表す．U0 は渦の並進速度であり，左側境界からの x軸に平行な流入速度
U0  0に等しい．これはガウス関数型の流れ関数に x軸方向の定速度 U0 の並進運動を
加えたものであり，孤立した反時計回りの渦の並進運動を表す．非粘性でシミュレーショ
ンを行う場合，渦度方程式 (2.8)が双曲型となり，2.1節で述べた境界条件では条件過多
となるため，微小な粘性を加えてシミュレーションを行った．
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計算領域は x 2 [0; 10]，y 2 [0; 10] とし，渦の中心の初期位置が (5; 5)，回転速度
Umax = 2b = 1:0，並進速度 U0 = 0:05または 1:0，粘性係数  = 1:0 10 4，時間刻み
幅および空間刻み幅を t = 1:0  10 3; h = 0:1 としてシミュレーションを行った．理
論上，渦の中心は U0 = 0:05の場合 t = 100で，U0 = 1の場合 t = 5で境界に到達する．
数値安定性条件は，最大移流速度を cmax = U0 + Umax; U0 = 1とすると，
移流項 :
cmaxt
h
= 2:0 10 2 < 1; 拡散項 : 2t
h2
= 1:0 10 5 < 1; (2.52)
減衰項 : maxt = max  10 3 < 1
であり，max < 1:0 103 を満たせばt = 1:0 10 3 は十分に小さいと言える．
■各境界条件の比較 最初に，各境界条件での影響を確認するため，渦の回転速度
Umax = 1:0 に対して遅い並進速度 U0 = 0:05 としてシミュレーションを行った．この
場合，流出側境界に渦が触れる時間が増えるだけでなく，渦の回転により流速の逆転
(ux < 0)が起こり，右端の流出側境界に渦が辿り着いた際に一部で流入が発生する．
流出側に 2 種類の Neumann 境界条件 (2.32)，(2.34) (4 次精度では (2.33)，(2.35))，
Dirichlet 境界条件 (2.10)，2 種類の Sommerfeld 放射条件 (2.12)，(2.13)，ゴーストグ
リッドを用いた Neumann条件 (2.32) の内側に仮想吸収層を実装した 6種類で境界付近
での渦の挙動を比較した．吸収層は幅  = 2:0，ベキ n = 2，残留率 R = 0:67% となる
ものを使い，空間差分が 2次，4次精度での ! のプロットをそれぞれ図 8，9 に示す．以
後，簡略化のため吸収層 (; n;R) と表記する．今回のものは吸収層 (2:0; 2; 0:67%) と表
される．
まずは 2 次精度での結果 (図 8) について述べる．最も早く非物理的な影響が現れたの
は，仮想吸収層を実装した結果 (図 8f)であった．渦の主要部が吸収層に入った直後に渦
の進路が y 軸負の方向に曲がったが，これは吸収層に進入した部分から吸収され，図 10
のように渦の回転が不均一になったためだと考えられる．
渦の一部が境界に到達する t = 80では，ほぼ全ての境界条件で数値的な影響が現れた．
Neumann境界条件 (図 8a，b)では y 軸負の方向に，Dirichlet境界条件 (図 8c)と に
Dirichlet境界条件を課した Sommerfeld放射条件 (図 8d)では y 軸正の方向に曲がった．
!， ともに Sommerfeld 放射条件 (2.13) を課した結果 (図 8e) については，t = 80 で
はほとんど影響が見られなかった．Neumann境界条件の場合は境界上で傾きを 0にする
ため，これにより境界の反対側から同極性 (反時計回り)の渦が近づいてくると認識され
(図 11b参照) ，下方向の流れを受けるように振る舞うと考察できる．Dirichlet境界条件
の場合はその逆で，境界の外側に逆極性 (時計回り)の渦を仮想し (図 11a参照)，上に曲
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片側差分
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図 8: 2 次精度シミュレーションにおける，並進速度 U0 = 0:05 とした場合の境界付近における
渦の振る舞い．図はそれぞれ (x; y) 平面における渦度 ! のカラーマップで，左の図から右
の図へ時間発展している．理論上，渦の中心は t = 60 で仮想吸収層に到達し，t = 100 で
境界に到達する．(a) はゴーストグリッドを用いた Neumann 境界条件 (2.32)，(b) はゴー
ストグリッドを用いない Neumann境界条件 (2.32)，(c)は Dirichlet境界条件 (2.10)，(d)
は に定数を与えた Sommerfeld放射条件 (2.12)，(e)は文献 [17]の Sommerfeld放射条件
(2.13)，(f)は (a)に仮想吸収層 (厚さ  = 2)を設けた結果である．
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図 9: 4 次精度シミュレーションにおける，並進速度 U0 = 0:05 とした場合の境界付近における
渦の振る舞い．図はそれぞれ (x; y) 平面における渦度 ! のカラーマップで，左の図から右
の図へ時間発展している．理論上，渦の中心は t = 60 で仮想吸収層に到達し，t = 100 で
境界に到達する．(a) はゴーストグリッドを用いた Neumann 境界条件 (2.33)，(b) はゴー
ストグリッドを用いない Neumann境界条件 (2.33)，(c)は Dirichlet境界条件 (2.10)，(d)
は に定数を与えた Sommerfeld放射条件 (2.12)，(e)は文献 [17]の Sommerfeld放射条件
(2.13)，(f)は (a)に仮想吸収層 (厚さ  = 2)を設けた結果である．
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σ 一定 σ小 大
(a) (b)
図 10: 吸収層によって渦が不均一に減衰する様子．吸収層に入る前では (a)のように渦が均一に回
転しているが，吸収層に入った部分から渦の減衰が始まるため，(b)のように層に入った部
分と入っていない部分で速度差が生じ．進行方向が下に曲がる．
計算領域
境界
x
Lx
計算領域
境界
x
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(a) (b)
図 11: 境界条件による計算領域への影響の概略図．(a)は Dirichlet境界条件で，関数の値を 0と
するため奇関数のように振る舞い，境界の反対側に符号が逆の関数が鏡像される．(b) は
Neumann境界条件で，関数の勾配を 0とするため偶関数のように振る舞い，境界の反対側
に符号が等しい関数が鏡像される．
がっていると考えられる．図 8dの Sommerfeld放射条件の場合，境界上での の扱いが
Dirichlet条件と同一なので，同様の原因と判断できる．
t = 120，つまり理論上渦の中心が境界に到達してから少し後の時刻において，Neumann
境界条件 (図 8a，b)，Dirichlet境界条件 (図 8c)，Sommerfeld放射条件 (図 8d，e)では
数値的な現象が目立って確認された．Neumann境界条件同士を比較すると，ゴーストグ
リッドを使う実装方法 (図 8a) では反射による渦が計算領域に多く残っていることが確
認できるが，破綻せずに計算を行うことができた．それに対して，ゴーストグリッドを
使わない方法 (図 8b)では計算が破綻した．Dirichlet境界条件 (図 8c)と に Dirichlet
境界条件を課した Sommerfeld 放射条件 (図 8d) では，渦度のピーク値を保ったまま計
算領域外縁部の境界に沿って反時計周りに移動する様子が観測された．Sommerfeld放射
条件 (2.13)を課した結果 (図 8e)も境界に沿って反時計周りに移動する結果となったが，
Dirichlet 境界条件 (図 8c) や (2.12) 式の Sommerfeld 放射条件 (図 8d) よりも境界から
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の影響が大きく現れた．一方，吸収層を実装した結果 (図 8f)では吸収されずに残ってい
る渦が若干確認できるが，これも時間経過により吸収され，無視できるものになった．
4次精度で計算を行った結果 (図 9)では，吸収層を設けたもの (図 9f)を除く全ての場
合において，渦が境界に到達すると計算が破綻した．吸収層を設けたものは 2次精度での
計算 (図 8f) と大きな差は見られなかった．，! の両方に Sommerfeld 放射条件 (2.13)
を課した結果 (図 9e)のみ，渦が境界に境界に到達した際の振る舞いが 2次精度の場合と
異なり，y 軸負の方向に渦が曲がった．
以上の結果より，流出が起こる運動のシミュレーションでは仮想吸収層によって境界条
件によって生じる数値的な影響が軽減されることが確認できた．
■仮想吸収層の性能評価 次に，並進速度 U0 と渦の回転速度 Umax を等しく (U0 =
Umax = 1:0) 設定し，2 次，4 次それぞれの精度で流出側の境界に 2 種類の Neumann
境界条件 (2.32)，(2.34) (4 次精度では (2.33)，(2.35))，2 種類の Sommerfeld 放射条件
(2.12)，(2.13)，ゴーストグリッドを用いた Neumann条件 (2.32) の内側に仮想吸収層を
実装した結果を図 12 と表 3 に示す．
表 3は，厳密解での渦の主要部が境界から流出した t = 7における数値シミュレーショ
ンでの渦度の最大値と，初期状態での渦度の最大値 (渦の中心の渦度)との比をまとめた
ものである．本来，渦度方程式では理論上反射が生じないはずなので，観測される反射は
全て数値的なものである．Neumann境界条件同士の比較では，ゴーストグリッドを使う
もの (2.32)よりも使わないもの (2.34)の方が反射が小さかった．Neumann境界条件と
2種類の Sommerfeld放射条件 (2.12)，(2.13)の結果を比較すると，Sommerfeld放射条
件は数値的な反射を抑えることができている．Sommerfeld放射条件同士の比較では，反
射量にどちらも大きな差が見られなかった．Neumann境界条件と Sommerfeld放射条件
の合計 4種全てにおいて，空間差分精度が 2次精度の時よりも，4次精度の時のほうが反
射が小さくなった．これは境界の 1つ内側のグリッド (i = Nx   1)での差分解法を，中
心差分法から風上方向への差分法に変更していることが原因と考えられる．
一方，仮想吸収層を実装することによって，n = 0 と R = 18:8% (反射や残留を意図
的に大きくしたもの) を除いて反射が低く抑えられていることが分かる．仮想吸収層のパ
ラメータ毎の比較では，I では層の幅  と残留率 Rを固定し，関数形 nで比較している．
空間差分が 2次精度の場合は 2 が，4次精度の場合は 4 が吸収性能のピークとなった．
つまり，理論上の吸収性能である R が等しくても，n(x) の関数形によって性能に差が
生じ，差分手法によって最適な関数が異なることが分かった．グリッド幅 h による比較
では，吸収層を実装したものは hを小さくすることで，Neumann条件よりも大きい割合
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図 12: 並進速度 U0 = 1:0とした場合の境界条件ごとの渦の反射の様子．図はそれぞれ (x; y)平面
における渦度 ! のカラーマップで，左の図から右の図へ時間発展している．理論上，渦の
中心は t = 3で仮想吸収層に到達し，t = 5で境界に到達する．(a)，(b)，(c)，(d)はそれ
ぞれ 2 次，4 次精度の 2 種類の Neumann 境界条件 (2.32)，(2.34) (4 次精度では (2.33)，
(2.35))，(e) は 2 次精度の Sommerfeld 放射条件 (2.12)，(f)，(g) は 2 次精度の仮想吸収
層 (厚さ  = 2，減衰係数の次数 nが定数と 2次関数の場合) での結果である．
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表 3: それぞれの境界条件によって生じる人工的な反射率のまとめ．理論上，渦の主要部が計算領
域から流出する t = 7 における渦度の最大値を反射量としている．I は吸収層の厚さ  と残
留率 Rを固定して減衰係数の次数 nで比較した結果で，II，III はそれぞれ残留率 Rと厚さ
 を比較した結果である．
ラベル 境界条件 2次精度 4次精度 4次精度
PML(; n;R) (h = 0:1) (h = 0:1) (h = 0:05)
Neumann (ゴーストあり) 98.8% 11.4% 9.51%
Neumann (ゴーストなし) 5.62% 0.84% 0.38%
Sommerfeld (は Dirichlet) 4.31% 0.61% 0.26%
Sommerfeld (，! 共に) 2.75% 0.46% 0.28%
I 吸収層 (2:0; 0; 0:67%) 11.0% 8.28% 2.63%
吸収層 (2:0; 1; 0:67%) 0.605% 0.488% 0.080%
吸収層 (2:0; 2; 0:67%) 0.122% 0.066% 0.009%
吸収層 (2:0; 4; 0:67%) 0.310% 0.024% 0.005%
吸収層 (2:0; 8; 0:67%) 0.751% 0.068% 0.015%
吸収層 (2:0; 1; 0:67%) 0.227% 0.177% 0.013%
II 吸収層 (2:0; 2; 18:8%) 3.38% 0.978% 0.606%
吸収層
 
2:0; 2; 3:3 10 13% 0.387% 0.272% 0.022%
III 吸収層 (1:0; 2; 0:67%) 0.670% 0.392% 0.038%
吸収層 (4:0; 2; 0:67%) 0.020% 0.022% 0.004%
で残留量が減少した (十分に渦を吸収できない II の R = 18:8% を除く)．これは線形波
動方程式のシミュレーションにおける PMLで確認された，PMLの実装によって生じる
数値的な反射の振幅が hに依存することに対応すると考えられる [19]．次数 nによって
減少率が変化するのは，離散化された n(xi)のグリッド間における差が変化するためで，
その差が小さいほど吸収性能が向上すると考えられる．8 と 1 を比較すると，h = 0:1
のときは 8 の方が反射を抑えられたが，h = 0:05では 1 の性能が上回った．
II では ; nを固定して Rを変化させた．R = 0:67%よりも R = 3:3 10 13%の方が
吸収性能が悪い結果となり，R にも最適値が存在することが分かった．これも I と同様
にグリッド間での吸収係数 n(xi)の値の差が原因だと考えられ，h = 0:1; 0:05の比較で
は，Rが小さいほど吸収性能の向上幅が大きくなった．
III では n;R を固定して  を変化させた．(2.48)式より，R を固定して  を狭くする
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図 13: カルマン渦列のシミュレーションの様子．(a)のように計算領域内に正方形の障害物を設置
し，その風下にある観測点で流れ関数 の定点観測を行う．(b)は空間 2次精度，U0 = 0，
Lx = 30とした場合の渦度 ! のカラーマップ．
と，それに反比例して n(x) の最大値 max の値が大きくなり，関数が急峻になる．数
値シミュレーション結果でも， が狭くなるほど吸収性能が悪くなり，グリッド間での
n(xi)の差によって反射が生じることが裏付けられた．
2.4.2 カルマン渦列のシミュレーション
現実問題に則した例として，カルマン渦列のシミュレーションにおいて仮想吸収層が
どのように機能するかを調べた．(x; y) = (5; 5) を中心とする 1 辺の長さ D = 1 の正方
形の障害物が置かれた 0  x  Lx, 0  y  10 の領域を考え，左側境界から流入速度
U0 = 1:0 を与える (図 13a参照)．粘性係数は  = 0:01で，時間刻み幅および空間刻み幅
を t = 0:001; h = 0:1 とし，時刻 t = 180までシミュレーションを行った. ただし，こ
こでは上下の対称性を破るために，(x; y) = (6:5; 5)を中心とし，Umax = 0:02; b = 0:2を
代入した (2.50), (2.51)式により初期ノイズを与えることで，カルマン渦列の発生を促進
させた．レイノルズ数は実験 [37]でもカルマン渦列の発生が確認されている
Re =
U0D

= 100 (2.53)
とし，このパラメータで発生するカルマン渦列の様子を図 13b に示す．
■定点での観測 このカルマン渦列のシミュレーションにおいて，流出側境界の位置を
Lx = 20; 50; 100 の 3 種類とし，流出側の境界条件が与える影響を (x; y) = (15; 5) にお
ける流れ関数の時間変化，(t; 15; 5) を観測することによって調べた．その結果を図 14
に示す．境界条件はゴーストグリッドを使う Neumann境界条件 (2.32)，(2.33)としてい
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図 14: 流出側にNeumann境界条件 (2.32)，(2.33)を使った場合のカルマン渦列のシミュレーショ
ンにおける (x; y) = (15; 5)での流れ関数 の時間発展の様子．(a)，(b)はそれぞれ 2次，
4次精度での結果である．流出側境界の位置を Lx = 20(緑線); 50(青線); 100(赤線)として
おり，赤線と青線は一致している．
るが，ゴーストグリッドを使わない場合 (2.34)，(2.35)でもほぼ同様の結果となる．領域
を広く取った Lx = 100 に比べ，空間差分の精度によらず Lx = 20 では (t; 15; 5) の振
幅が小さくなることが確認できる．このことから，カルマン渦列のシミュレーションでも
人工境界の影響が存在し，それは離散化精度の向上では解決できないということがわか
る．また，Lx = 50; 100 ではほぼ同じ結果になった．よって，観測点までの範囲におい
て，Lx = 100では流出側境界条件からの影響が十分に軽減されていると判断し，以後こ
の結果を参照データとする．
このシミュレーションに仮想吸収層を実装した結果が図 15 である．ここで用いた吸収
層は厳密解に基づくシミュレーションで良い吸収性能を示した吸収層 (2:0; 2; 0:67%) で
ある．この図を見ると，吸収層を実装することによって，2 次，4 次どちらの精度でも
Lx = 20における計算結果で の振幅が参照データに近づいており，境界からの影響を
軽減できていることが分かる．振動周期はわずかにずれているように見えるが，この周期
の変化に比べて振幅の改善は顕著である．本論文での計算手法において，Lx = 100では
Lx = 20の約 5倍の計算時間がかかり，減衰項の追加によって計算量はほとんど変わらな
いことも踏まえると，仮想吸収層は渦度方程式に対しても有効だと言えよう．
■直線上での観測 次に，障害物の中心を通る y = 5において，流れ関数 の時間につい
ての最大値を調べ，横軸に x，縦軸に の最大値を取った結果を図 16に示す．ただし，
の時間についての最大値はカルマン渦列の成長が飽和した t  80での各点での最大値と
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図 15: カルマン渦列のシミュレーションにおける (x; y) = (15; 5)での流れ関数 の時間発展の様
子．(a)，(b)はそれぞれ 2次，4次精度での結果である．赤線，緑線は流出側に Neumann
境界条件 (2.32)，(2.33)を使った場合で，それぞれ Lx = 100とした参照データと Lx = 20
での結果である．黒線は Lx = 20 で，Neumann 境界条件に仮想吸収層をつけたものであ
る．
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図 16: カルマン渦列の成長が飽和した t  80 での直線 y = 5 上の (x; 0) の最大値のプロット．
(a)が 2次精度で (b)が 4次精度である．赤線，黒線が Neumann境界条件 (2.32)，(2.33)
で流出側境界までの距離を Lx = 100，20とした結果で，緑線は黒線に仮想吸収層を加えた
結果である．黄線．紫線はそれぞれ Sommerfeld放射条件 (2.12)，(2.13)で Lx = 20とし
た結果で，青線，橙線がそれぞれ黄線，紫線に吸収層を加えた結果である．
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している．
結果は 2次，4次精度 (図 16a，b) どちらの結果も同じ傾向となった．赤線の Lx = 100
での結果を基準とすると，黒線の Neumann境界条件 (2.32)を使った Lx = 20での結果
は境界付近での の値が非常に大きくなっており，境界から離れた部分でも の最大値が
波打っていることが確認できる．黄線の に Dirichlet境界条件を課した Sommerfeld放
射条件 (2.12)では流出側境界上で の値が 0で固定されているのに対し，紫線の (2.13)
式の Sommerfeld放射条件では大幅に参照データである赤線と近い結果となった．
Neumann境界条件に吸収層を付けた結果 (緑線)では，吸収層のない場合 (黒線)と比
べて解の波打ちが x軸負の方向に寄せられ，振幅が小さくなる結果となり，吸収層を付け
ることで結果が改善したと言える．しかし，Sommerfeld放射条件の場合，吸収層を付け
た結果 (青線，橙線) の方が振幅のズレが悪化するという結果となるが，4 次精度では図
9f，gのように境界条件によって破綻する計算でも吸収層をつけることで上手く計算でき
ることが確認されているため，吸収層を付けることには十分意味があると言える．
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太陽
リコネクション
図 17: 自然現象における磁気リコネクションの例．(a)は柴田ら [38, 39]が提唱したモデルの概略
図で，太陽表面部で膨張した磁場のループがリコネクションを起こし，太陽フレアとしてエ
ネルギーを放出する．(b)はオーロラの大爆発現象を引き起こすメカニズムの一説 [40]で，
太陽風によって夜側に伸ばされた磁気圏尾部がリコネクションを起こし，地球方向に加速さ
れたプラズマが磁力線を伝って地球の極付近の大気圏に到達しオーロラを発生させる．
3 電磁流体方程式への応用
第 2 節に記述した研究により，非線形方程式である簡約化流体方程式にも仮想吸収層
の理論が援用できることが確認された．本節では更なる応用として，プラズマ物理に用い
られる電磁流体 (magnetohydrodynamics: MHD)方程式の数値計算にも仮想吸収層を導
入し，その効果を確かめる．3.1節で題材となる磁気リコネクションの理論や先行研究を
まとめ，3.2節で簡約化電磁流体方程式を導出, 3.3節で有限差分法，およびスペクトル法
による計算手法の詳細を記述する．3.4 節に吸収層の導入方法を記し，3.5 節で吸収層を
使った流出境界への取り組み結果を述べる．
3.1 磁気リコネクション
本節では，数値計算対象として磁気リコネクションを扱う．磁気リコネクションとは向
きの異なる磁力線が局所的な抵抗によって繋ぎ変わり，磁場の大域的なトポロジーを変化
させる現象で，未だ解明されていない点の多い太陽フレアにおいて重要な役割を果たすと
考えられている [38, 39]ほか，オーロラの爆発現象の際に地球の磁気圏尾部で確認された
という報告もある [40]．また，近年研究が盛んな核融合発電において，トカマク装置によ
るプラズマ閉じ込めを阻害する要因の 1つであり，理論，シミュレーション，実験，観測
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図 18: 磁気リコネクションの発生メカニズムの概略図．向きの異なるの磁力線が隣り合い，(a)の
ように互いに近づき合う方向に流れがある場合を考える．このとき，磁力線の密度の高い部
分で電流シート (赤 
印の方向)を形成し，抵抗拡散が起こる．すると，(b)のように磁力
線が繋ぎ代わり，磁気張力によってプラズマジェットが発生する．
等など様々な側面で研究が行われている [29, 41, 42]．
この小節では，磁気リコネクションの理論の概略を記し，これまで行われてきた研究に
ついてまとめ，本研究の目的を述べる．
3.1.1 メカニズムの概略
磁気リコネクションのメカニズムを理解するために，ここでは簡単な平行逆向きの磁場
が隣り合う場合を考える (図 18a 参照)．この逆向きの磁力線が近づく方向の流れを仮定
すると (図 18aの上下の矢印)，理想的なMHD方程式に従うプラズマの場合，プラズマ
は磁力線に凍りついている [41]ため，磁力線が磁気圧によって押し返される．しかし，実
際には磁力線同士の距離が近くなった部分で電流シートが発生し，理想 MHD が崩れて
微弱な抵抗拡散が生じる．この抵抗拡散によって逆向きの磁力線の近づいた部分で打ち消
し合い，千切れそうになる．しかし，r B = 0の制約から磁力線は千切れることが出来
ず，同じく千切れそうな逆側の磁力線と繋ぎ変わる (図 18b 参照)．こうして繋ぎ変わっ
た磁力線は V字に折れ曲がった形をしており，磁気張力により折れ曲がりをなくす方向
に高速で縮む．プラズマの多くは磁力線と共にジェットとして流れ出し，繋ぎ代わりが起
こった場所 (X点)の圧力が下がる．すると，そこにプラズマと共に磁力線が輸送される．
こうして磁力線の繋ぎ代わりが繰り返され，エネルギーを放出していく過程が磁気リコネ
クションである．この過程の解析的な詳細は付録 Bを参照されたい．
3.1.2 リコネクションモデル
磁気リコネクションのモデルは多数あるが，2次元定常リコネクションの有名なモデル
として，Sweet-Parkerモデル [43, 44]と Petschekモデル [45]があげられる (図 19参照)．
Sweet-Parkerモデル [43, 44] とは，太陽フレアを説明するために提案されたものであ
33
図 19: 代表的な定常リコネクションモデルである Sweet-Parker モデル (a) と Petschek モデル
(b)の概略図．赤四角が電流シートを表し，青線は磁力線を表す．Sweet-Parkerモデル (a)
では長方形の電流シートに沿った磁力線構造を考えるのに対し，Petschekモデル (b)は電
流シートから放射上に伸びた直線 (緑線)状の衝撃波を仮定する．
る．彼らは非圧縮性MHD方程式の圧力平衡や保存則から，出入りする流れの比 rsp (リ
コネクション率)を次のように提唱した:
rsp  1p
S
: (3.1)
ただし，S は磁気レイノルズ数 (Lundquist 数) である．(3.1) 式の導出は付録 C を参照
されたい．このリコネクション率の逆数が磁気リコネクションの時間スケールに相当する
が，太陽コロナでは S  1013 であり，その時間スケールは実時間に換算すると 1年にな
る．観測結果では太陽フレアの時間スケールは数分から数時間と言われており，このモデ
ルはずっと遅いため適切でないと考えられている [39, 46]．
一方，Petschek モデル [45] では，衝撃波構造を仮定することでプラズマを加速し，
Sweet-Parkerモデルより早い時間スケールを説明するモデルである．しかし，Biskamp
[47]などにより数値計算による研究が進歩しても衝撃波構造を持ったリコネクションは得
られず，抵抗拡散領域を局在化するなど手を加えなければ Petschekモデルは起こらない
という考えが主流となっている．
近年では，速いリコネクションを起こすモデルとして，電子とイオンの Hall効果を取り
入れた GEM Challenge [48] をはじめとし，2流体効果や運動論効果を考慮するモデルが
注目されている．その一方でMHDモデルでも電流シートの不安定性によって高速リコネ
クションが起こりえるという報告 [49, 50]がある．電流シートの不安定性とは，Biskamp
[47] のシミュレーションによって示されたもので，テアリング不安定性 (付録 B)によっ
て生じた電流シート上で第 2の不安定性が起こり，電流シート，および X点が分裂して
新たな磁気島が生成される現象である (図 20参照)．本研究では，図 20aの状態を 1次不
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図 20: 2次不安定性による電流シート崩壊の様子．黒線は磁力線，赤い領域は電流シートを表して
いる．(a) は 1 次不安定性であるテアリングモードが非線形に発展して生成される構造で，
左右 2つの磁気島の中間地点を X点とし，その周りにシートができる．電流シートの不安
定性が起こると，X点が 2つに分裂し，(b)のようにもともと X点だった場所に磁気島 (プ
ラズモイド)が発生する．
安定性，もしくはテアリングモードと呼ぶ．また，図 20bの状態を 2次不安定性と呼び，
2 次不安定性によって生じるもともと X 点だった場所に発生する磁気島のことをプラズ
モイドと呼ぶことにする．
3.1.3 放射境界条件
以上のように，磁気リコネクションに関する研究は盛んに行われており，数値解析の分
野でも Particle-in-Cell (PIC)シミュレーションやMHDシミュレーションなど様々な手
法が用いられている．図 18b のように磁気リコネクションはジェットを引き起こす現象
であるが，抵抗拡散による項によって支配方程式が放物型となるため，その部分を切り
取ったシミュレーションを行う場合，流出側には適切な境界条件が必要になる．運動論モ
デルをはじめとする PICのシミュレーションでは，\Open Boundary"と呼ばれる手法を
使っている論文が近年でも多くある [51, 52, 53, 54, 55] が，MHDモデルではあまり行わ
れていない．
筆者が知る限りMHDモデルで流出側境界条件を取り入れている論文は古いものばかり
で，どれも手法が統一されていない．非圧縮性のシミュレーションでは Biskamp [47]は
非斉次 Neumann境界条件，Leeら [56]は Sommerfeldの放射条件を使っており，圧縮性
モデルでは Satoら [57]が仮想吸収層を取り入れている (詳細はレビュー論文 [5]を参照の
こと)．ただし，どれも人工的に流れを与えた定常的なリコネクションのシミュレーショ
ンを行っており，後者 2 つの研究ではプラズモイドが発生していない．プラズモイドが
発生する状況では，プラズモイドが流出する際に非常に大きなジェットを伴うため，流出
速度が時間に強く依存し，定常的なリコネクションよりも境界の取り扱いが煩雑になる．
プラズモイドが発生するシミュレーションは，これまで Bhattacharjee [49] や Loureiro
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[50]などが行っているが，前者は完全導体壁 (Dirichlet条件)，後者は周期境界条件で計
算しており，他もそのどちらかが多い．最近では圧縮性MHDに対して特性曲線に分解し
た Sommerfeld放射条件を使ってプラズモイドの数値計算を行っている報告 [58]もある．
本研究では，非圧縮性の下で簡約化したMHD方程式で支配される系において，人工的
な流れを与えずにプラズモイドの発生するシミュレーションを行う．そして，仮想吸収層
の理論を応用して流出を再現できる放射境界条件の達成を目指し，その際のプラズモイド
の振る舞いの変化を調べる．
3.2 簡約化電磁流体方程式
ここでは本研究で扱う簡約化電磁流体方程式の導出を行い，それぞれの境界条件の与え
方を記述する．
3.2.1 導出
一般的に，3次元空間における 1流体プラズマの運動は次の電磁流体 (magnetohydro-
dynamics: MHD)方程式によって記述される:


@
@t
+ u  r

u = j B  rp; (3.2)
@
@t
+r  (v) = 0; (3.3)
@
@t
+ u  r

p

= 0; (3.4)
@B
@t
=  rE; (3.5)
E + uB = j; (3.6)
0j = rB: (3.7)
これらの式の本数は 14本で，変数もプラズマの速度ベクトル u = (ux; uy; uz)t，密度 ，
圧力 pと，磁場ベクトル B = (Bx; By; Bz)t，電場ベクトル E = (Ex; Ey; Ez)t，電流ベ
クトル j = (jx; jy; jz)t の 14個である．，，0 はそれぞれ電気抵抗，比熱比，真空中
の透磁率である．
本論文では，MHD方程式 (3.2 3.7)を 2次元，非圧縮 (r  u = 0)の仮定の下で簡約
化する．密度  を正の定数 0 とし，運動方程式 (3.2) の右辺第 1 項に Ampere の法則
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(3.7)を考慮し，両辺に回転 (r)をとると，
r

@u
@t
+ (u  r)u

=
1
00
r f(rB)Bg   rr p
0
(3.8)
となる．(3.8)式の左辺は (2.4)式と同様に変形でき，渦度 ! (!  (r u)  z^) と流れ関
数  (u  r z^) を導入して，
r

@u
@t
+ (u  r)u

 z^ = @!
@t
+ f; !g : (3.9)
と変形できる．一方，(3.8) 式の右辺について，第 2 項は r rA = 0 により落ちるの
で，左辺と同様に z 成分を考えると右辺第 1項のベクトル因子は次のようになる:
[r f(rB)Bg]  z^ =
240@ @@x@
@y
@
@z
1A
8<:
0@ 00
@By
@x   @Bx@y
1A
0@ BxBy
Bz
1A9=;
35  z^
=
8>><>>:
0@ @@x@
@y
@
@z
1A
0BB@
 

@By
@x   @Bx@y

By
@By
@x   @Bx@y

Bx
0
1CCA
9>>=>>;  z^
=
@
@x

@By
@x
  @Bx
@y

Bx

+
@
@y

@By
@x
  @Bx
@y

By

=

Bx
@
@x
+By
@
@y
+ (r B)

(rB)  z^: (3.10)
ただし，z 方向に一様な 2次元空間を考えているため z の偏微分 @=@z = 0とし，Bz = 0
としている．(3.10) 式の右辺第 3 項は Gauss の法則 (r  B = 0) によって落ちる．
Ampereの法則 (3.7)より (rB)z = 0jz であり，磁束関数  を B  r  z^ で導
入すれば，(3.10)式を考慮して (3.2)式右辺は，
1
00
r f(rB)Bg = 1
0

@ 
@y
@jz
@x
  @ 
@x
@jz
@y

=
1
0
f ; jzg (3.11)
となる．以上をまとめると，(3.2)式は次のように変形できる:
@!
@t
+ f; !g = 1
0
f ; jzg : (3.12)
また，Faradayの法則 (3.5)に Ohmの法則 (3.6)を代入すると，
@B
@t
= r (uB   j) (3.13)
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となる．ここで (3.13)式の左辺は磁束関数  を用いて変形すると次のように表される:
@B
@t
=
@
@t
(r  z^)
=
@
@t
0@ @ @y @ @x
0
1A =
0@ @@y  @@x
0
1A @ 
@t
= r
0@ 00
@ 
@t
1A (3.14)
よって (3.13) 式は両辺に回転 (r) がかかっているので，それを外して z 成分を考え
ると，
z^ 

0 0
@ 
@t
t
= (uB   j)  z^;
) @ 
@t
= uxBy   uyBx   jz
=  f;  g   jz: (3.15)
となる．ここで，磁束関数  の定義と Ampereの法則 (3.7)より，
0jz = (rB)  z^ = @By
@x
  @Bx
@y
=  @
2 
@x2
  @
2 
@y2
=   (3.16)
という関係が成り立つ (! と の間にも ! =  が成り立つ)ので，(3.15)式は次のよ
うに書き直せる:
@ 
@t
+ f;  g = 
0
 ． (3.17)
以上をまとめて，抵抗性簡約化MHD方程式は以下のようになる:
@!
@t
+ f; !g = 1
0
f ; jzg ; (3.12)
@ 
@t
+ f;  g = 
0
 ; (3.17)
! =  ; (3.18)
0jz =   ． (3.16)
これらの方程式を面内の特徴的な磁場 B0 と面内の Alfven速度 vA = B0=
p
00 を用い
て，長さを特徴的なスケール L，時間を Alfven時間 t0 = L=vA，磁場を B0 で規格化す
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る．規格化された無次元変数を^ をつけて表すと，
(x; y; z)
t
= L (x^; y^; z^)
t
; t =
L
vA
t^;
! =
vA
L
!^;  = LvA^;
jz =
B0
0L
j^z;  = LB0 ^
となる．ただし，電気抵抗  は規格化前の電気抵抗を 0 とした場合に  = 0= (LvA)で
規格化され，これは Lundquist 数 (磁気 Reynolds 数)S の逆数に等しい．規格化された
方程式を^を取って記述すると，
@!
@t
+ f; !g = f ; jzg ; (3.19)
@ 
@t
+ f;  g =  ; (3.20)
! =  ; (3.21)
jz =   (3.22)
となる．
以下では式番号の区別を明確にするため，(3.19) 式を渦度の発展方程式，(3.20) 式を
磁束関数の発展方程式，(3.21) 式を流れ関数の Poisson 方程式，(3.22) 式を磁束関数の
Poisson方程式と名付ける．
3.2.2 境界条件
図 21 のような矩形の 2 次元領域 x 2 [ Lx=2; Lx=2]，y 2 [ Ly=2; Ly=2] を考える．
本節では x軸方向に平行な磁力線のリコネクションを扱うため，y =  Ly=2，Ly=2の境
界で流入，x =  Lx=2，Lx=2の境界で流出が起こる．
■周期境界条件 簡約化MHD方程式 (3.19)，(3.20)，(3.21)，(3.22)全ての式の全ての
変数 (代表して  とする)に対して，
( Lx=2; y) = (Lx=2; y); (x; Ly=2) = (x; Ly=2): (3.23)
が成り立つと仮定する．
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図 21: 本節で考える x 2 [ Lx=2; Lx=2]，y 2 [ Ly=2; Ly=2]の矩形の計算領域．x軸に平行な磁
力線が磁気リコネクションを起こす計算を扱うため，y 軸方向 (上下)が流入境界，x軸方向
(左右)の境界が流出境界となる．
■Neumann境界条件 流れ関数と磁束関数の Poisson方程式 (3.21)，(3.22)では，それ
ぞれ全ての変数に全ての境界で垂直成分の勾配を 0，つまり，
@
@x
( Lx=2; y) = 0; @
@x
(Lx=2; y) = 0;
@
@y
(x; Ly=2) = 0; @
@y
(x; Ly=2) = 0: (3.24)
とする．一方，渦度と磁束関数の発展方程式 (3.19)，(3.20) には移流項があるため，流入
側で Neumann境界条件を課すと不安定性が生じる．よってこちらでは渦度 !，磁束関数
 に対して流入側 (y = Ly=2)の境界には Dirichlet条件:
(x; Ly=2) = 0; (x; Ly=2) = 0 (3.25)
を課した．これは磁束関数  の定義 (B  r  z^) より，By = 0を意味する．
■Sommerfeld放射条件 時間微分の項を含む渦度と磁束関数の発展方程式 (3.19)，(3.20)
の渦度 !，磁束関数  の流出側 (x = Lx=2) の境界に対し，
@
@t
+
@
@y
@
@x
 
( Lx=2;y)
= 0;

@
@t
+
@
@y
@
@x
 
(Lx=2;y)
= 0: (3.26)
(渦度には課さない場合あり) を課し，片側差分法により境界垂直方向の微分を求めた．そ
れ以外は Neumann 境界条件と同様とした．流れ関数  にも Neumann 境界条件を課す
ため，x = Lx=2で @=@x = 0が常に成り立ち，流出速度は境界に垂直となる．
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図 22: シミュレーションにおける計算順序．初期値は ;  のみを与え，!; jz は Poisson 方程式
から計算する．各時間ステップにおける変数の更新は，まず時間微分のある渦度と磁束関
数の発展方程式 (3.19)，(3.20) から陽的に !;  を更新した後，更新された !;  を使って
Poisson方程式 (3.21)，(3.22)を計算し，残りの変数 ; jz を更新する．
3.3 数値計算手法
本節では渦度の発展方程式 (3.19), 磁束関数の発展方程式 (3.20), 流れ関数の Poisson
方程式 (3.21), 磁束関数の Poisson方程式 (3.22) に対して有限差分法, およびスペクトル
法を用いてシミュレーションを行う．変数の更新順序は以下の図 22 のようになっている．
3.3.1 渦度，磁束関数の発展方程式の離散化
時間微分の項が含まれている渦度の発展方程式 (3.19) と磁束関数の発展方程式 (3.20)
では，時間方向と空間方向の両方を以下のように離散化することで計算した．
■時間積分の離散化 時間方向は，渦度の発展方程式 (3.19) と磁束関数の発展方程式
(3.20)のその両方に対して変数を  とすると，3次の Adams-Bashforth法 (AB3) [32]:
3次精度 : n+1 ' n +t

23
12
@
@t
n   16
12
@
@t
n 1 + 5
12
@
@t
n 2 : (3.27)
を用いて計算した．ただし，第 1，第 2ステップでは n 2ステップ目の値を保持していな
いため，第 1ステップは陽的 Euler法 (2.15)，第 2ステップは 2次の Adams-Bashforth
41
法 (AB2) (2.16) で計算した．
■空間微分の離散化 次に，空間微分の解法について記述する．
移流項の離散化 ff; gg の離散化には 2次精度の Arakawa法 (2.23) [33]を用いた．
拡散項の離散化 g = @
2g
@x2 +
@2g
@y2 の離散化には 2次精度の中心差分法 (2.25)を用いた．
3.3.2 Poisson方程式の離散化
図 22に示す通り，本研究では Poisson方程式 f =  g を解く際，g が既知で f が未
知の場合 (3.22)と，f が既知で g が未知の場合 (3.21) との 2種類が存在する．前者の場
合には中心差分公式 (2.25)を用いることで未知変数を求めることができるが，後者の場合
には (2.25)式では連立 1次方程式を解く必要がある．その解法には多くの手法があるが，
ここではスペクトル法 [59] を用いた．スペクトル法とは高速フーリエ変換 (Fast Fourier
Transform: FFT) によって実空間上の関数を Fourier級数展開し，偏微分を計算するシ
ミュレーション手法である．仮想吸収層によって境界付近でのみ有効な減衰項が導入され
る場合 (2.3，3.4節参照)，支配方程式が実空間上で一様なくなる．このような方程式を扱
う場合，フーリエ変換が煩雑になるためスペクトル法を適用することが非常に困難となる
が，本研究では Poisson方程式が吸収層の有無によって変更されないため，Poisson方程
式の計算のみであればスペクトル法を使うことができる．以下，境界条件に周期境界条件
を課した場合，Neumann境界条件を課した場合の順に説明する．
本研究で計算する 2次元 Poisson方程式:
f(x; y) =  

@2
@x2
+
@2
@y2

g(x; y) (3.28)
において，既知関数 f(x; y) から未知関数 g(x; y) を求めることを考える．以後記載する
式を簡略化するために領域を x 2 [0; Lx]，y 2 [0; Ly] に平行移動して考える．周期境界
条件を仮定した場合，複素フーリエ級数展開は以下のように定義される:
u(x; y) =
1X
k= 1
1X
l= 1
u^k;le
i 2kLx xe
i 2lLy y: (3.29)
u^k;l =
1
LxLy
Z Lx
0
Z Ly
0
u(x; y)e i
2k
Lx
xe
 i 2lLy y dx dy (3.30)
ただし，正体で記した iは虚数単位であり，uは任意の変数を表し，^が付いていないもの
は実空間上の関数，付いてるものは Fourier空間上の関数である．(3.28)式に (3.29)式を
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代入すると，
1X
k= 1
1X
l= 1
f^k;le
i 2kLx xe
i 2lLy y =  
1X
k= 1
1X
l= 1

@2
@x2
+
@2
@y2
n
g^k;le
i 2kLx xe
i 2lLy y
o
=
1X
k= 1
1X
l= 1
(
2k
Lx
2
+

2l
Ly
2)
g^k;le
i 2kLx xe
i 2lLy y (3.31)
となる．ここで三角関数の直交性を利用し，両辺に e i
2k0
Lx
x，e i
2l0
Ly
x を掛け，R Lx
0
R Ly
0
dx dy で積分すれば，f^k;l と g^k;l の関係式:
g^k;l =
1
2k
Lx
2
+

2l
Ly
2 f^k;l (3.32)
が得られる．ただし，(3.32) 式は k = l = 0 のときに定義できないため，その場合は
g^k;l = 0とする．この g^k;l を全ての k; lに対して求め，(3.29)式で実関数に戻せば g(x; y)
が求まる．
シミュレーション上では数値計算ライブラリ FFTW (Fastest Fourier Transform in
the West) [60] を使い，離散フーリエ変換 (Discrete Fourier Transform: DFT)で計算を
行った．このときの順変換，逆変換はそれぞれ次のようになる:
順変換 : u^k;l =
1
NxNy
Nx 1X
i=0
Ny 1X
j=0
ui;je
 i 2iNx ke i
2j
Ny
l
; (3.33)
逆変換 : ui;j =
KX
k= K+1
LX
l= L+1
u^k;le
i 2k2K iei
2l
2L j : (3.34)
下付き添字 i; j，k; l はそれぞれ実空間上，複素フーリエ空間上でのグリッド番号を表す．
実空間上のグリッドは周期性による境界の重複を含めて i = 0; : : : ; Nx，j = 0; : : : ; Ny で
あり，グリッドサイズは x = Lx=Nx，y = Ly=Ny である．i = 0と i = Nx，j = 0
と j = Ny で周期性を持つ．複素空間上のグリッドは K = Nx=2，L = Ny=2 として
k =  K + 1; : : : ;K，l =  L + 1; : : : ; L であり，グリッドサイズは kx = 2=Lx，
ky = 2=Ly である．これより，周期境界条件の下で 2次元 Poisson方程式を解く場合，
順変換 (3.33)式に対応する FFTWのプラン\fftw_plan_dft_r2c_2d"で実関数 fi;j を
f^k;l に展開し，
g^k;l =
1
(kkx)
2
+ (lky)
2 f^k;l (3.35)
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を計算した後，(3.34) 式に対応するプラン\fftw_plan_dft_c2r_2d"で逆変換すること
で実空間上の関数 g の近似値を得られる．ただし，k = l = 0の場合は g^k;l = 0とする．
Neumann境界条件の場合は実コサイン変換:
u(x; y) =
1X0
k=0
1X0
l=0
u^k;l cos

k
Lx
x

cos

l
Ly
y

(3.36)
u^k;l =
4
LxLy
Z Lx
0
Z Ly
0
u(x; y) cos

k
Lx
x

cos

l
Ly
y

dx dy (3.37)
を用いる．ただし，
X0
は台形則に基づいて級数の初項と末項を 1=2倍して和をとるも
のとする．このとき，(3.32)式と同様の計算により，
g^k;l =
1
k
Lx
2
+

l
Ly
2 f^k;l (3.38)
となる．ここでも，k = l = 0の場合は g^k;l = 0とする．FFTWに用意された離散コサ
イン変換 (Discrete Cosine Transform: DCT) では，プラン\fftw_plan_r2r_2d"のフラ
グ\FFTW_REDFT00"で計算できる順変換と逆変換:
順変換 : u^k;l =
4
NxNy
NxX0
i=0
NyX0
j=0
ui;j cos

i
Nx
k

cos

j
Ny
l

; (3.39)
逆変換 : ui;j =
KX0
k=0
LX0
l=0
u^k;l cos

k
K
i

cos

l
L
j

(3.40)
を (3.33)，(3.34)式の代わりに使うことで，周期境界条件の場合と同様に g を求めること
ができる．ただし，こちらでは kx = =Lx，ky = =Ly であり，K = Nx，L = Ny
となる．
3.3.3 境界条件の離散化
本研究で扱う境界条件の組み合わせは，数値計算上では次のようになる．
■周期境界条件 簡約化MHD方程式 (3.19)，(3.20)，(3.21)，(3.22)全ての式の全ての
変数 (代表して  とする)に対して，
0;j = Nx;j ; i;0 = i;Ny (3.41)
として計算とし，流れ関数の Poisson方程式 (3.21)から を求める際には DFT (3.33)，
(3.34)，(3.35)を使う．
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■Neumann 境界条件 Neumann 境界条件は 2 種類実装した．1 つ目は 2 節で用いたも
のと同じで，境界 x = Lx=2を例に記述すると，(3.24)式を中心差分法で離散化した，
Nx+1;j   Nx 1;j
2x
= 0 , Nx+1;j = Nx 1;j (3.42)
を離散化した支配方程式に代入して計算する手法である．2つ目は (3.24)式を片側差分法
で離散化した，
3Nx;j   4Nx 1;j + Nx 2;j
2x
= 0 , Nx;j =
4Nx 1;j   Nx 2;j
3
(3.43)
を使って計算する手法である．実装する方程式や変数はどちらも同じで，磁束関数の
Poisson方程式 (3.22)では全面で (3.42)式もしくは (3.43)式を計算する．渦度，磁束関
数の発展方程式 (3.19)，(3.20) では，それぞれ !， に対して流出側 (x = Lx=2) で
(3.42) 式もしくは (3.43) 式を計算するが，(3.43) 式を流入側に使うと不安定性が生じる
ことがある (2.4節参照)ため，その場合は流入側 (y = Ly=2)で Dirichlet境界条件
i;0 = i;Ny = 0 (3.44)
を計算する (図 21参照)．流れ関数の Poisson方程式 (3.21)から を求める際には DCT
(3.38)，(3.39)，(3.40) を使う．
■Sommerfeld放射条件 時間微分を含む (3.19)，(3.20)式の渦度 !，磁束関数  に対し
て，流出側 (x = Lx=2)で境界垂直方向の速度だけを考慮した移流方程式 (3.26)を仮定
する．時間発展は AB3 (3.27)，移流項は片側差分法:
@
@t

0;j
' ux

0;j
30;j   41;j + 2;j
2x
; (3.45)
@
@t

Nx;j
'  ux

Nx;j
3Nx;j   4Nx 1;j + Nx 2;j
2x
(3.46)
として計算する．ただし，境界上の位相速度は，
ux

i;j
=
@
@y

i;j
' i;j+1   i;j 1
2x
(3.47)
で求めるが，ux の符号が流入側になると (3.45)，(3.46)式が「風下」側を参照すること
になり数値不安定性が起こる (図 8 参照)．よって，本節では ux

0;j
> 0 ) ux

0;j
= 0，
ux

Nx;j
< 0) ux

Nx;j
= 0 として流入が起こらないようにした．
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図 23: 磁気リコネクションの数値計算における仮想吸収層の付け方．x軸方向に垂直な境界から厚
さ x，y 軸方向に垂直な境界から厚さ y だけ吸収層を設置する．
3.4 簡約化電磁流体方程式への吸収層の実装
2.3 節を参考に，簡約化 MHD 方程式 (3.19)，(3.20)，(3.21)，(3.22) に仮想吸収層を
実装する．ただし，簡約化流体方程式の場合で実験対象とした渦の並進運動やカルマン
渦列の場合と異なり，磁気リコネクションでは流入速度と流出速度を前もって見積もる
ことが困難である．よって，2.3節では流出側 1辺のみに吸収層を設置したが，ここでは
図 23 のように 4辺全部に吸収層を設置することにした．また，ここでも Poisson方程式
(3.21)，(3.22) には変更を加えず，Berengerの PML [18]に則った減衰項を渦の発展方程
式 (3.19) に導入し，
@!
@t
+ f; !g+ fnx(x) + ny(y)g! = f ; jzg (3.48)
とした．ここで nx，ny はそれぞれ次のように定義された減衰係数である:
nx(x) =
8>>>>>>><>>>>>>>:
max

( Lx=2 + x)  x
x
n 
x <  Lx
2
+ x

0

 Lx
2
+ x  x  Lx
2
  x

max

x  (Lx=2  x)
x
n 
x >
Lx
2
  x

;
(3.49)
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ny(y) =
8>>>>>>><>>>>>>>:
max

( Ly=2 + y)  y
y
n 
y <  Ly
2
+ y

0

 Ly
2
+ y  y  Ly
2
  y

max

y   (Ly=2  y)
y
n 
y >
Ly
2
  y

:
(3.50)
x，y はそれぞれ x 軸方向，y 軸方向の吸収層の厚さで，残りのパラメータは 2.3 節と
同様である．吸収層の強さを表す残留率も 2.3 節 (2.48) 式と同様に定義できるが，ここ
で扱う現象は流出時の位相速度 cを見積もることが困難である．よって，その指標として
Alfven速度 vA を位相速度として用いることにする．支配方程式は Alfven時間で規格化
されているため c = 1であり，減衰係数の最大値 max，関数の次数 n，厚さ  を用いる
と，x軸方向，y 軸方向の残留率はそれぞれ
Rx = exp
(
 
Z Lx=2
Lx=2 x
nx() d
)
= exp

 maxx
n+ 1

; (3.51)
Ry = exp
(
 
Z Ly=2
Ly=2 y
ny() d
)
= exp

 maxy
n+ 1

(3.52)
と見積もることができる．
簡約化MHD方程式では磁束関数の発展方程式 (3.20)にも時間微分項が含まれるため，
減衰項の導入ができる．しかし， が減衰することは磁力線を境界付近で湾曲させること
に対応し，明らかに流出とは異なる物理現象となる．本研究では検証の一環として，
0からの差で減衰 :
@ 
@t
+ f;  g+ fnx(x) + ny(y)g =  (3.53)
初期値 initからの差で減衰 :
@ 
@t
+ f;  g+ fnx(x) + ny(y)g (    init) =  
(3.54)
とした結果にも触れるが，本来は望ましくない問題設定である．
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3.5 数値実験
簡約化MHD方程式 (3.19)，(3.20)，(3.21)，(3.22) を 3.3節で述べた解法を用いて数
値実験を行った．
始めに周期境界で計算を行うことで先行研究 [50]や理論 (付録 B参照) と比較し，コー
ドの整合性を検証する．そして，Neumann境界条件や Sommerfeld放射条件，仮想吸収
層を取り入れたシミュレーションを行い，系からエネルギーを自然に流出させる境界条件
の達成を目指す．
3.5.1 コードの検証
計算領域を Lx = 2=k，Ly = 2 に対して x 2 [ Lx=2; Lx=2]，y 2 [ Ly=2; Ly=2]の
矩形領域とする．ここで k は x軸方向の最小波数で，リコネクションパラメータ0 から
導かれる (付録 B参照)．先行研究 [50]に則り，初期値が PorcelliのMHD平衡状態 [66]:
0(x; y) = 0;  0(x; y) =
 0
cosh2(y)
(3.55)
を考える．ここで  0 は定数である．数値計算で (3.55)式をそのまま使うと周期境界条件
を課した際に計算領域外縁部で  の傾きが不連続になり，離散化した際に電流密度 jz が
大きな値を持ってしまう．それを回避するために，(3.55)式に補正関数:
F補(y) =  1 + tanh2

Ly
2
+ y

+ tanh2

Ly
2
  y

(3.56)
を掛けた (図 24参照) [50]．また，発生するテアリングモードの X点が原点に来るように
磁束関数にのみ次の初期擾乱を与えた:
 乱(x) =  1:0 10 5 cos(kx): (3.57)
以上をまとめると，実際に数値計算で扱った初期値は  0 = 1として次のようになる:
init(x; y) = 0;  init(x; y) =
F補(y)
cosh2(y)
+  乱(x): (3.58)
理論の一部 (付録 A，付録 Bなど) は抵抗が非常に小さく，無視できる領域がある場合
を仮定している．それに倣い，この小節では数値計算でも抵抗項 ((3.20)式右辺)を初期
値からの擾乱にのみ有効であると考え，
@ 
@t
+ f;  g = (    init) (3.59)
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図 24: 数値計算に使う初期値のプロット．赤線と緑線はそれぞれ磁束関数  と電流密度 jz で，
Porcelli [66] の平衡解 (3.55) を y 2 [ ; ] の周期境界条件の下で計算したもの．青線と
黄色線は平衡解 (3.55)に紫線の補正関数 (3.56)を掛けて計算したもの．
として計算を行った．この場合，右辺の  init の項によって系へエネルギーが与えられ，
総エネルギーが初期値を越えることがある．また，支配方程式が線形理論 (付録 B参照)
の近似に近づくため，数値計算から得られる不安定性の成長率が線形不安定性の理論値に
近づくと予想される．
■成長率の比較 初期値と y 軸方向の領域サイズ Ly = 2 を固定した場合，リコネク
ションの時間発展は 2つのパラメータ ，0のみに依存する．ここでは， = 1:010 4，
2:8 10 4，1:1 10 3 と0 = 40:6，17:3，8:20 (Lx ' 3:30，2:19，1:58) の場合で
数値計算を行い，その成長率  を調べた (Lx の正確な値の導出方法は付録 B参照)．非線
形シミュレーションでは成長率は時間に連れて変化するため，X点での  の値を用いて，
(t)  @
@t
ln (    init)

X 点
(3.60)
と定義する．初期擾乱を (3.57)式のように与えているため，1次不安定性によるX点は原
点となるが，2次不安定性が起こるとX点が分裂し，移動する (図 20参照)．しかし，コー
ドの検証を目的とする場合，線形不安定性の成長率が観測できれば十分であり，(3.60)式
の X点は原点で固定して計算する．よって，数値計算上では (3.60)式を時刻 t0 = 0:5
ごとに観測し，
(t) ' 1
 (t; 0; 0)   init(0; 0)
 (t; 0; 0)   (t t0; 0; 0)
t0
(3.61)
を計算した．境界条件は周期境界条件と Neumann境界条件の 2種類で計算を行い，時間
ステップは t = 1:0 10 3，空間グリッド数は Nx = 512，Ny = 1024としている．
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図 25: 周期境界条件と Neumann 境界条件における (3.61) 式で求められた成長率の時間変化．
(a)，(b) は周期境界，Neumann 境界で 0 = 17:3 に固定し， を変化させた場合の比較
で，(c)，(d)は周期境界，Neumann境界で  = 2:8 10 4 に固定し，0 を変化させた場
合の比較である．
成長率 (t)の時間変化の測定結果を図 25 にまとめ，その中でトポロジーの変化が顕著
となった周期境界条件における  = 2:8 10 4，0 = 40:6 での電流密度 jz と磁力線 (磁
束関数  の等高線)の様子を図 26 に示す．図 25cの赤線と図 26が対応している．この
例では，t  100の  が定数の領域で原点を X点とするテアリング (1次)不安定性が成長
し，これは  が減少し始める t  200まで続く．少し経つと 2次不安定性による電流シー
トの崩壊が起こり，原点を中心にプラズモイドの生成が始まる．これによって，t  300
では原点における 1次不安定性と 2次不安定性の変化が釣り合い， の時間変化がなくな
る．t  370ではプラズモイドが左に移動するため，原点における  ，および (3.61)式で
計測される  が急激に変化する．その後，移動したプラズモイドは 1次不安定性の磁気島
と結合し，原点周りに小さな磁気島の生成を何度か繰り返し (400 < t < 500)，磁力線が
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
(h)(g)
図 26: 周期境界条件の下で 0 = 40:6， = 2:8 10 3 とした場合の電流密度 jz と磁力線 (磁束
関数  の等高線)の時間変化．(a) ! (b) !    ! (h) と時間発展し，カラーマップが jz
であり，黒線が磁力線に対応する．
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図 27: シミュレーション序盤 (50 < t < 200)における成長率  と FKR理論 [67]との比較．(a)
は横軸を ，(b)は横軸を k02 としている．
x軸方向にも繋がると，定常状態 (t > 600)に落ち着く．
図 25a，cは周期境界条件であり，先行研究 [50]とほぼ同じ結果が得られたため，コー
ドは正しく動いていると判断できる．完全に一致しなかったのは，先行研究 [50]が空間の
離散化にスペクトル法を用いており，本研究の方が精度が低いためと考えられる．また，
本研究では (3.59)の  initに初期擾乱  乱 を含んでいるが，先行研究 [50]ではそれを含
んでいないことも原因の１つだと考えられる.
周期境界，Neumann境界の共通点として，，0 が大きいほど，序盤 (50 < t < 200)
での成長率  が大きくなることが確認できる，この範囲では  が時間依存していないよ
うに見え，Furth-Killeen-Rosenbluthの線形理論 [67] (FKR理論，付録 B参照)から導
かれる成長率:
 = 0:553=5
 
k B00
2=5
04=5 (3.62)
に対応していると考えられる．図 25の結果から，それぞれ 50 < t < 200における (t)
の代表値と ，k02 の相関関係を調べた結果を図 27 に示す．この結果を見ると，パラ
メータによる  の変化は FKR理論のオーダーから少し外れているように見える．これは
FKR理論が ，0 共に小さいことを仮定している [50]ためであり，本研究で扱う 0 の
値では FKR理論が完全に再現できないためである．
周期境界，Neumann 境界の違いは， の時間変化が急峻となる時刻 (プラズモイド
が移動する時刻) が, Neumann 境界条件の方が全体的に遅くなる結果となった．また，
 = 1:1 10 3，0 = 17:3の周期境界ではプラズモイドが発生しなかったが，Neumann
境界では発生した．これは 1次不安定性によって形成される電流シートの形状によって決
まる 2 次不安定性の成長速度の差が原因であると考えられ，物理的な考察を行う必要が
ある．
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図 28: 周期境界条件の下で 0 = 8:2， = 2:8 10 4 で計算した場合の磁気島W の時間発展の
様子．(a)の赤線は数値計算結果で，緑線は Rutherfordの理論 (3.63) から得られる傾きで
ある．(b)はこのときの成長率  の値で．図 25(c)の青線と同じデータである．(a)で数値
データと理論値が一致する時間範囲を (b)に載せている．
■磁気島幅の観測 1 次不安定性による磁気島幅の大きさがある程度大きくなると，支
配方程式の非線形効果を無視できなくなり，FKR 理論が成り立たなくなる．しかし，
Rutherford が提唱する準線形理論 [68] (付録 B 参照) によって非線形領域に入った直後
の 1次不安定性による島幅W の成長速度は時間について一定で，
dW
dt
' 1:220 (3.63)
となると解析されている．
先述したように，本研究の数値計算上では 1次不安定性の X点が原点に来るように初
期擾乱を調整しているため，x = Lx=2 となる境界上で最も磁気島の幅が大きくなる．
磁力線は  の等高線であるので，ある時刻における 1次不安定性による磁気島幅W の成
長を観測するには，原点の磁束関数の値  X と等しくなる  (Lx=2; y)を与える yを求め，
その値を 2倍すればよい．
Rutherford の理論は 2 次不安定性を考慮していないので，図 25 の中で 2 次不安定性
によるプラズモイドが確認できなかった 0 = 8:2， = 2:8  10 4 で磁気島幅W の時
間変化を調べ，その結果を図 28 に示す．図 28a の測定結果である赤線が不連続となっ
ているのは，数値計算上での長さはグリッドごと，つまり 2y ごとにしか幅の増加を測
定できないためである．これを見ると，成長率  が FKR 理論からくる線形成長の時刻
50 < t < 200を少し過ぎた 250 < t < 380で，島幅W の時間変化が (3.63)式で導かれ
る傾きと一致することが確認できる．
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3.5.2 吸収層の実装結果
抵抗拡散を初期値からの擾乱のみに効く (3.59)式ではなく全体に効く (3.20)式で計算
する場合，Lundquist数 (磁気 Reynolds数) S が
S  LyBmax
2
(3.64)
で定義できる ((3.59)式でも (3.64)式を計算できるが，物理的な意味が変わってしまう) ．
だたし，Bmax は初期値における  init(x)の勾配の最大値に等しく，Bmax ' 0:65となる．
0 = 40:6と固定したまま，Lundquist数を S ' 600，2500 ( = 1:010 3，2:410 4)
とし，境界条件を周期境界条件とした場合，Neumann境界条件 (中心差分 (3.42)，片側
差分 (3.43) とも) とした場合，Neumann 境界 (片側差分のみ) に吸収層を実装した場
合の 4 種類で比較を行った．時間ステップ幅は t = 1:0  10 3，空間グリッド数は
Nx = Ny = 512とし，吸収層は渦度方程式 (3.19)にのみ (3.48)式のように導入し，パラ
メータは厚さ x，y がそれぞれ領域の 5%で，減衰係数が 2次関数，最大値 max = 30
としており，x 軸方向，y 軸方向で吸収層の厚さが異なるため，x 軸方向の残留率が
Rx ' 0:53%，y 軸方向の残留率が Ry ' 4:3% となる (3.4節参照)．
■S ' 600 Lundquist数 S ' 600 ( = 1:0 10 3) での計算結果を図 29 に示す．ただ
し，Neumann境界条件は 2次精度の中心差分法 (2.32)で実装したものと 2次精度の片側
差分法 (3.43)で実装したものの 2種類を載せており，吸収層は渦度 ! にのみ実装し，そ
の際の流出側境界条件は片側差分の Neumann境界を使っている．
1次不安定性によるテアリングモードの成長速度は周期境界条件 (図 29a) が最も速く，
t = 150 で既に電流シートが形成されていることが確認できる．しかし 2 次不安定性は
t = 310 で小さいプラズモイドが確認できるが，すぐになくなってしまう．中心差分法
(図 29b)と片側差分法 (図 29c)で実装した Neumann境界条件の比較では，t = 310まで
は大きな差がみられないが，中心差分法では t  400 でプラズモイドが発生しているのに
対し，片側差分法ではそれが確認できなかった．片側差分法の Neumann境界に吸収層を
つけた結果 (図 29d)は，Neumann境界のみの結果と少し時間変化が異なっており，プラ
ズモイドも周期境界条件とほぼ同じ時刻で発生した．
それぞれの境界条件でエネルギーの時間変化を記録したものを図 30 に示す．ただし運
動エネルギーK，磁気エネルギーM，抵抗拡散によるエネルギー損失の累積値M を
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(a) (c) Neumann
            片側差分
(b) Neumann境界条件
             中心差分
(d) Neumann境界条件
           + 仮想吸収層
図 29: Lundquist数 S ' 600 ( = 1:0 10 3) における各種境界条件での電流密度 jz と磁力線
の時間変化．カラーマップが jz であり，黒線が  の等高線，つまり磁力線に対応する．(a)
は全ての境界に周期境界条件 (3.23)を課した結果で，(b)，(c)はそれぞれ Neumann境界
条件に中心差分法 (2.32)，片側差分法 (3.43)による離散化を行った課した結果である．(d)
は (c)に仮想吸収層を導入した結果である．
それぞれ，
K(t) =
1
2
Z Ly=2
 Ly=2
Z Lx=2
 Lx=2
juj2 dx dy (3.65)
K(t) =
1
2
Z Ly=2
 Ly=2
Z Lx=2
 Lx=2
jBj2 dx dy (3.66)
M (t) = 
Z t
0
Z Ly=2
 Ly=2
Z Lx=2
 Lx=2
( )2 dx dy dt (3.67)
と定義し，赤線はK，緑線はM，青線はM ，黄線はその 3つの合計で，「領域内のエ
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図 30: S ' 600 ( = 1:0 10 3) でのエネルギーの時間変化．赤線は運動エネルギー K (3.65)，
緑線は磁気エネルギー M (3.66)，青線は抵抗拡散によるエネルギー損失の累積値 M 
(3.67)，黄線はそれらの合計値である．(a)は周期境界，(b)は中心差分法による Neumann
境界，(c)は片側差分法による Neumann境界，(d)は Neumann境界に仮想吸収層をつけ
た結果である．
ネルギー合計」と名付ける．計算方法等の詳細は付録 Aを参照されたい．
周期境界条件 (図 30a)では流出がなく，抵抗拡散以外にエネルギー損失が起こらないた
め，領域内のエネルギー合計が保存され理論と一致する (付録 A 参照)．Neumann 境界
条件 (図 30b，c) は実装方法に依らずエネルギー変化はほぼ同じで，領域内のエネルギー
合計は時間発展により減少していることが確認でき，こちらも理論と一致する (付録 A
参照)．領域内のエネルギー合計の減少値が流出に対応するが，その変化量は小さく，図
29b，cを見ると，十分に時間が経過した状態でも  や jz が境界付近にとどまっており，
流出境界としての役割を十分に果たしていないと考えられる．この原因には磁力線の y軸
方向への広がりやすさが挙げられる．Neumann境界は流出側境界 (x = Lx=2)におけ
る  の等高線が x軸と平行の方向に固定され，
@ 
@x
=  By = 0 (3.68)
となるため，周期境界と比べて流出側境界 (x = Lx=2)で磁力線が広がりにくい条件と
なっており，それが  と jz を閉じ込める働きをしていると考えられる．吸収層をつけた
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結果 (図 30d)は，付けない場合とエネルギーの減少量とそれほど違いはない．t  220で
合計エネルギーの増加が確認できるが，これは吸収層をつけることによってエネルギー収
支が変化するためである (付録 A参照)．
試した全ての境界条件において，磁気エネルギーM は大きく減少しているが，運動エ
ネルギー K はほとんど変化しなかった．周期境界条件 (図 30a) と吸収層を付けたもの
(図 30d)ではプラズモイドが生成される時刻 (t  300)で僅かに運動エネルギーが上昇し
ているものの，磁気エネルギーの大半は運動エネルギーに変換されず，抵抗散逸によって
減少するという結果になった．
■S ' 2500 次に，S ' 2500 ( = 2:4 10 4) での結果を図 31 に示す．ここに載せた
Neumann 境界条件は片側差分法 (3.43) を用いて実装したものだが，中心差分法 (3.42)
を用いても大きな変化は確認されなかった．この Lundquist 数になると境界条件に関係
なくプラズモイドが発生する．その発生時刻は吸収層を付けない Neumann境界 (図 31b)
が最も遅く，吸収層 (図 31a) をつけた結果と周期境界条件 (図 31c) はほぼ同じだった．
周期境界条件では境界で  が貯まるため 1次不安定性による磁気島が大きくなり，その
分だけプラズモイドが小さくなっている．また，プラズモイドが中心から境界に向かって
動く際も，境界に到達する前に 1次不安定性による磁気島に吸収されてしまう結果となっ
た．Neumann境界条件 (図 31b)では (3.68)式で示したように境界で  の傾きが固定さ
れるため，1 次不安定性による磁気島の成長が制限され大きなプラズモイドが生成され
る．このプラズモイドが移動すると，1次不安定性による磁気島では吸収できずに境界ま
で到達するが，吸収層をつけていない Neumann境界 (中心差分 (3.42)，片側差分 (3.43)
ともに)ではプラズモイドのピークが境界に到達する直前に計算が発散してしまった．一
方，渦度に吸収層 (図 31c)をつけた場合はプラズモイドが境界に到達しても破綻せず計算
を行うことができた．
周期境界条件の場合と Neumann境界条件に吸収層を実装した場合のエネルギー変化を
図 32 に示す．周期境界条件での結果 (図 32a)は，S ' 600の場合 (図 30a)と同様に散
逸分を含めた領域内のエネルギー合計が保存された．t  400で運動エネルギーが増加し
ているが，これはプラズモイドが動き始めた時刻と一致する．一方でテアリングモードの
成長時には運動エネルギーに目に見える変化は起こらなかった．また，この時刻で抵抗拡
散が増加，磁気エネルギーが減少しており，プラズモイドに溜まったエネルギーが運動エ
ネルギーと抵抗拡散に変換されたことが分かる．一方，Neumann境界条件に吸収層を実
装した結果 (図 32b) は，領域内のエネルギー合計が減少している．減少が確認できるの
は t  310，550の 2箇所で，それぞれプラズモイドが発生した時刻と移動した時刻に対
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(c) Neumann境界条件
         + 仮想吸収層
(b) Neumann境界条件(a) 周期境界条件
図 31: Lundquist 数 S ' 2500 ( = 2:4  10 4) における各種境界条件での電流密度 jz と磁力
線の時間変化．カラーマップが jz であり，黒線が  の等高線，つまり磁力線に対応する．
(a)は周期境界，(b)は片側差分 (3.43)の Neumann境界，(c)は (b)に仮想吸収層を実装
した結果である．
応する．よって，この時刻に流出が起こっていると考えられるが，図 31cを見ると十分に
時間が経った後も磁力線が境界上に残っており，S ' 600の場合と同様に磁束関数  に
Neumann境界を課すことが流出を阻害していると考えられる．しかし，t  310，550で
エネルギーが減少する直前に増加も起きていることが確認できる．これは S ' 600の場
合 (図 30d) と同じで，吸収層をつけることによってエネルギー収支が変わるためである
(付録 A参照)．
次に，渦度の発展方程式 (3.19)だけでなく，磁束関数の発展方程式 (3.20)にも減衰項
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(a) (b) Neumann
            仮想吸収層
図 32: S ' 2500 ( = 2:4  10 4) におけるエネルギーの時間変化．赤線は運動エネルギー K
(3.65)，緑線は磁気エネルギーM (3.66)，青線は抵抗拡散によるエネルギー損失の累積値
M (3.67)，黄線はそれらの合計値である．(a)は周期境界，(b)は Neumann境界に仮
想吸収層をつけた結果である．
を導入した．減衰項には，0からの差で減衰させる場合 (3.53)と初期値  init からの差で
させる場合 (3.54)の 2種類を試した．結果は図 33 のようになった．0からの差で減衰さ
せる場合 (図 33a)は計算開始直後に減衰項により境界付近の  の値が大きく変化し，磁
力線のトポロジーが理想と全く異なる結果となった．一方，初期値からの差で減衰させる
場合 (図 33b)は，1次不安定性の O点となる境界 y = Ly=2で  が制限されるため，1
次不安定性による磁気島の幅はほとんど変化しなかった，また，プラズモイドは図 31 に
載せたどの例よりも早く発生した．プラズモイドが境界に当たる際も破綻せずに計算を行
うことができたが，境界 y = Ly=2付近で常に  が初期値に近い値をもつため，十分に
時間が経過しても大きな磁気島がとどまり続ける結果となり，流出条件としては不適切と
言えるだろう．
3.5.3 Sommerfeld放射条件と吸収層
これまでの結果から，Neumann境界条件は磁気リコネクションの流出境界には適切で
ないと考えられる．そこで，定常リコネクションの研究 [56]で使われている流出側の境界
と平行方向の速度を 0 (uy =  @=@x = 0 であり，の Neumann境界条件と等しい)と
し，位相速度に境界垂直方向のみの速度 (ux = @=@y)を使った Sommerfeld放射条件を
実装した (3.26)．パラメータは 0 = 40:6， = 1:0 10 3 (抵抗拡散が 0からの差で有
効な場合 (3.20)では Lundquist数 S ' 600)とし，初期擾乱を
 乱(x) =  1:0 10 3 cos(kx)， (3.69)
グリッド数を Nx = 512，Ny = 512として計算を行った．
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(b) Neumann境界条件
         に初期値からの減衰項
(a) Neumann境界条件
         に0からの減衰項
図 33: S ' 2500 ( = 2:4 10 4) において，磁束関数の発展方程式にも吸収層をつけた場合の計
算結果．(a)が減衰項を 0からの差で計算する場合 (3.53)で，(b)が初期値からの差で減衰
させる場合 (3.54)の計算結果である．
■Sommerfeld放射条件のみの場合 磁束関数  にのみ Sommerfeld放射条件を与えて計
算を行った結果を図 34 に示す．理論では流出側となる境界 x = Lx=2から縞構造を持
つ流入が確認でき，この後計算が破綻した．また，磁束関数  だけでなく，渦度 ! にも
Sommerfeld放射条件を与えた計算結果を図 35 に示す．こちらは磁力線のトポロジーが
大きく変化しており，理論では流出側となる境界 x = Lx=2で強い流入が起きている．
図 34，図 35 のどちらも x = Lx=2の境界から流入が起きており，好ましくない．特に，
流入側の境界に Dirichlet条件を用いて人工的な流れを与え，流出側には  ，! の両方に
Sommerfeld放射条件 (3.26)を使った Leeらの数値計算結果 [56]とも異なる結果になっ
たのは興味深い点であり，人工的な流れを与えない数値計算では，Sommerfeld放射条件
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のみ 吸収層なし)
(a)         (b)       と磁力線の時間発展 
図 34: S ' 600 ( = 1:0 10 3) において，磁束関数  にのみ Sommerfeld放射条件を与えた場
合の計算結果．(a) は x 軸方向，つまり流出方向の速度 ux のカラーマップで，(b) は電流
密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)である．
， に 吸収層なし)
(a) (b) と磁力線の時間発展
図 35: S ' 600 ( = 1:0 10 3) において，磁束関数  ，渦度 ! の両方に Sommerfeld放射条件
を与えた場合の計算結果．(a) は x 軸方向，つまり流出方向の速度 ux のカラーマップで，
(b)は電流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)である．
は意図通りに機能しないと言える．
以後，単に「Sommerfeld放射条件」と述べた場合，磁束関数  にのみに Sommerfeld
放射条件 (3.26)を課し，渦度 ! には片側差分 (3.43)の Neumann境界条件を課したもの
を指すことにする．
■Sommerfeld放射条件と仮想吸収層の組み合わせ 磁束関数  にのみ Sommerfeld放射
条件を与え，渦度に仮想吸収層 (3.26) (2次関数，幅は領域の 5%，残留率 Rx ' 0:53%，
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のみ 渦度に吸収層あり)
図 36: S ' 600 ( = 1:0 10 3) で，磁束関数  に Sommerfeld放射条件，渦度 ! に Neumann
境界条件と仮想吸収層を課した場合の計算結果．(a) が x 軸方向，つまり流出方向の速度
ux のカラーマップで，(b) が電流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)
である．
Ry ' 4:3%) を設置した結果を図 36 に示す．t  75で原点を中心とした 2次不安定性に
よるプラズモイドが発生しているように見えるが，x軸方向の速度を見ると原点に流入す
る方向に流れが発生しており，理論と一致しない．これは Sommerfeld放射条件をつけた
ことにより境界付近で誤差による擾乱が起こり，それによって原点ではない点を X点と
する 1 次不安定性が発生したためだと考えられる．これは初期摂動を大きくすると改善
する．
Sommerfeld放射条件 (3.26) では流出側で移流方程式を考慮するため，(3.20)式の抵抗
項が無視される．これによって生じる誤差の影響を減らすために，磁束関数  の抵抗拡
散が初期値からの差に対して有効な (3.59)式で計算を行った結果を図 37 に示す．原点を
X点とした 1次不安定性が起こり，流れも流出方向に発生しているので理論と一致する．
よって，Sommerfeld放射条件によって生じた誤差は拡散項を無視したことが原因である
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のみ 渦度に吸収層あり )
の時間発展 と磁力線の時間発展
図 37:  = 1:010 3 で，抵抗を初期平衡からの擾乱に対してのみ有効であると考えた場合 (3.59)
の磁束関数  に Sommerfeld放射条件，渦度 ! に Neumann境界条件と仮想吸収層を課し
た場合の計算結果．(a) が x 軸方向，つまり流出方向の速度 ux のカラーマップで，(b) が
電流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)である．
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Neumann  (渦度に吸収層あり, 初期値からの抵抗拡散)
(a)      の時間発展  (b)       と磁力線の時間発展 
図 38:  = 1:010 3 で，抵抗を初期平衡からの擾乱に対してのみ有効であると考えた場合 (3.59)
の磁束関数  に Neumann境界条件，渦度 ! に Neumann境界条件と仮想吸収層を課した
場合の計算結果．(a) が y 軸方向，つまり流出方向の速度 uy のカラーマップで，(b) が電
流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)である．
と言える．しかし，境界付近で磁力線が萎んでおり，島幅の最大値を与える O点の x座
標が境界よりも内側に来ている．また，t  110 でプラズモイドが発生しており，t  550
でプラズモイドの流出が起こる．流出後は大きな流れがなくなるため，ほぼ定常的になる
が，Neumann境界条件に吸収層を付けた結果 (図 38参照) と比べ，境界付近の磁力線が
減っている．磁力線は磁束関数  の等高線に対応するため，Sommerfeld放射条件によっ
て  が流出したと考えられる．エネルギー変化は図 39 のようになった．ただし，青線で
示されるエネルギー損失は初期平衡からの差に対してのみ有効なので，図 30や図 32とは
異なり，
M 0 = 
Z t
0
Z Ly=2
 Ly=2
Z Lx=2
 Lx=2
 (    init) dx dy dt (3.70)
として計算している．領域内のエネルギー合計が最も減少しているのは Neumann境界条
件 (図 39b)だが，プラズモイドが流出する際に計算が破綻した．Sommerfeld放射条件と
吸収層を組み合わせた結果 (図 39d)はNeumann境界条件に吸収層を付けた結果 (図 39c)
よりも領域内のエネルギー合計が減少しており，流出が起きていると言える. Neumann
境界条件に吸収層を付けた結果 (図 39c) の t > 540で領域内のエネルギー合計が増加し
ているのは，磁束関数  の抵抗拡散が初期値からの差に対して有効な (3.59)式の抵抗項
によってエネルギーが駆動されるためである．
次に，抵抗拡散は初期平衡からの差 (3.59)ではなく，0からの差 (3.20)で有効である
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図 39:  = 1:010 3 で，抵抗を初期平衡からの擾乱に対してのみ有効であると考えた場合 (3.59)
の 1 エネルギーの時間変化．赤線は運動エネルギー K (3.65)，緑線は磁気エネルギーM
(3.66)，青線は抵抗拡散によるエネルギー損失の累積値M 0 (3.70)，黄線はそれらの合計
値である．(a)は周期境界条件，(b)は Neumann境界条件．(b)は Neumann境界条件に
仮想吸収層をつけた結果．(b)は Sommerfeld放射条件に仮想吸収層をつけた結果である．
とし，Lundquist数 S ' 2500 ( = 2:4 10 4) で計算を行った．Sommerfeld放射条件
に吸収層を付けた結果を図 40 に示し，十分に時間が経過した後の電流密度 jz と磁力線の
比較を図 41 に，エネルギーの時間変化を図 42 に示す． 周期境界条件では十分に時間が
経過すると磁力線の方向が 90度変化する (図 41a)が，領域内のエネルギー合計 (図 42a)
は変化せず，エネルギーの散逸は抵抗拡散のみであることが分かる．Neumann境界条件
を課したものはプラズモイドが流出する際に計算が破綻した (図 42b)．Neumann境界条
件に吸収層を付けたものは領域内のエネルギー合計が少量しか変化せず，エネルギー損失
は流出ではなく抵抗散逸がほとんどを担っている結果となった (図 41c)が，流出は発生し
ている (付録 A 参照)．Sommerfeld放射条件に吸収層を付けたものは 4 種類の中で最も
領域内のエネルギー合計が減少しており (図 42d)，十分に時間が経過した後で領域に残っ
ている  の等高線の密度も Neumann境界条件に吸収層を付けたものより少なく, より流
出が起きている結果となった (図 41c，d)．以上より，Sommerfeld放射条件 (3.26)に吸
収層を付けたもの (図 40，41d，42d) が最も流出境界条件として適していると言える．
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のみ 渦度に吸収層あり)
図 40: S ' 2500 ( = 2:4 10 4) で，抵抗を 0からの差に対して有効であると考えた場合 (3.20)
の磁束関数  に Sommerfeld放射条件，渦度 ! に Neumann境界条件と仮想吸収層を課し
た場合の計算結果．(a) が y 軸方向，つまり流出方向の速度 uy のカラーマップで，(b) が
電流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等高線)である．
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(a) (b) Neumann
(c) Neumann + (d) Sommerfeld + 
図 41: S ' 2500 ( = 2:4 10 4) での十分に時間が経過した後の電流密度 jz のカラーマップと
磁力線の様子．(a) は周期境界条件，(b) は Neumann 境界条件，(c) は Neumann 境界条
件に吸収層を付けたもの，(d) は Sommerfeld 放射条件に吸収層を付けたものである．(b)
はプラズモイドが流出する際に計算が破綻してしまうため，破綻する直前の時刻を載せてい
る．
4つの境界 x = Lx=2，y = Ly=2において，境界に対して垂直方向で外向きの速度
を uout とする．図 40 と同じ条件 (S ' 2500，0 = 40:6，Sommerfeld放射条件 (3.26)
に吸収層を実装)のシミュレーションの下で，各境界において
境界 x = Lx=2 : Uout(t) =
Z Ly=2
 Ly=2
uout dy (3.71)
境界 y = Ly=2 : Uout(t) =
Z Lx=2
 Lx=2
uout dx (3.72)
を台形則を用いて計算した結果を図 43 に示し，特徴的な時刻における uout の様相を
図 44 に示す．図 43 では，どの時刻でも流入・流出量の和 (青線) が 0 に保たれており，
r  u = 0が成り立っていることが確認できる．理論上では境界 y = Ly=2で流入，境
界 x = Lx=2で流出が起こるはずだが，図 43を見るとテアリングモードの成長が始ま
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(a) (b) Neumann
(c) Neumann + (d) Sommerfeld + 
図 42: S ' 2500 ( = 2:4 10 4) でのエネルギーの時間変化．赤線は運動エネルギーK (3.65)，
緑線は磁気エネルギー M (3.66)，青線は抵抗拡散によるエネルギー損失の累積値 M 
(3.67)，黄線はそれらの合計値である．(a) は周期境界条件，(b) は Neumann 境界条件，
(c)は Neumann境界条件に吸収層を付けたもの，(d)は Sommerfeld放射条件に吸収層を
付けたものである．
-0.4
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 0
 0.2
 0.4
 0  100  200  300  400  500  600  700  800
U o
u
t
time
Uout of x = Lx/2, x = -Lx/2
Uout of y = Ly/2, y = -Ly/2
(Uout of x) + (Uout of y)
図 43: S ' 2500 ( = 2:410 4) で Sommerfeld放射条件 (3.26)に吸収層を付けた結果 (図 40)
での，境界上の流出速度の積分値．緑線が境界 x = Lx=2における積分値 (3.71)，赤線が
y = Ly=2における積分値 (3.72)，青線がそれらの和である．値が正なら流出，負なら流
入を表す．
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  (b)                      
                 の時間発展
のみSommerfeld (渦度に吸収層あり)
 (b)       と磁力線の時間発展
 (a)   境界                  における 
                の時間発展
図 44: S ' 2500 ( = 2:4  10 4) で Sommerfeld 放射条件 (3.26) に吸収層を付けた結果 (図
40)での，境界上の流出速度 uout の様相．(a)が緑線，赤線が境界 x = Lx=2，(b)が緑
線，赤線が境界 y = Ly=2 における境界に対して垂直な流出速度 uout の概形で，値が正
なら流出，負なら流入を表す．(c)が電流密度 jz のカラーマップと磁力線 (磁束関数  の等
高線)である．
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る t < 90 では境界 y = Ly=2 で流出，境界 x = Lx=2 で流入が起きている．その後
はしばらく理論通りの流入・流出が起こるが，t  370にプラズモイドの流出するとそれ
ぞれの境界で uout が正負に振動する結果となった．この原因としては，境界からの反射
や，境界上にある磁気島とプラズモイドとの衝突などが考えられ，今後検証すべき課題で
ある．
4 まとめ
本論文では，2次元非圧縮の仮定によって簡約化された流体方程式と電磁流体方程式に
仮想吸収層を実装し，その効果を調べた．仮想吸収層とは系から波や物質の流出が起こる
シミュレーションにおいて境界からの反射を防ぐ為に考えられたもので，境界手前に散
逸領域を設置し，境界に到達する前に波や渦を減衰させる手法である [2]．有名な仮想吸
収層として，電磁波解析の波動方程式において Berengerが提案した Perfectly Matched
Layer (PML) [18]がよく使われている [11, 12]．他にも Schrodinger方程式 [20, 21]やベ
クトル形式の流体方程式 [24, 26]，電磁流体方程式 [57]など，様々な分野で流出側境界条
件として受け入れられている．本論文で扱う簡約化方程式は楕円型方程式である Poisson
方程式を系に含むが，筆者の知る限り楕円型方程式を含む系に仮想吸収層を取り入れた例
はまだなく，それらの系における流出境界の達成の切っ掛けとなることを目指している．
第 2節では，Navier-Stokes方程式を簡約化して求まる渦度方程式 (2.8)と Poisson方
程式 (2.9) に対して仮想吸収層を実装し，議論した．数値計算手法は有限差分法を用いて
おり，時間発展は 2次精度，空間差分は 2次，4次精度の 2種類を検証した (2.2節参照)．
吸収層の実装は Berengerの PML [18]を参考にし，時間微分を含む渦度方程式 (2.8)に
のみ吸収層の効果を考慮した減衰項を導入し，Poisson 方程式 (2.9) は変更しなかった．
実装されたにより理論上吸収されずに残る割合を残留率 R と定義し，それを決定するパ
ラメータを仮想吸収層の幅 ，係数の関数型 n，吸収係数の最大値 max の 3種類とした
(2.3節参照)．
渦度方程式 (2.8)における吸収層の性能の検証には，渦の並進運動とカルマン渦列の 2
種類のシミュレーションを行った．渦の並進運動には厳密解 [23, 36]に基づく運動に微小
な粘性を加えてシミュレーションを行った (2.4.1節参照)．始めに渦の回転速度より流入
速度が遅いシミュレーションを行い，渦度の 2次元プロットにより境界条件による数値的
な影響を定性的に比較した (図 8参照)．Neumann境界条件や Sommerfeld放射条件では
それぞれ厳密解から大きく外れた現象が確認されたが，Neumann境界条件に吸収層を実
装することでそれを改善できた．特に空間差分を 4 次精度にした場合 (図 9 参照)，吸収
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層なしで試した全ての境界条件において計算が破綻したが，吸収層を付けることで破綻せ
ずに計算が行えることが確認された．次に，渦の回転速度と流入速度が同程度の場合のシ
ミュレーションを行い，厳密解において渦が流出した後の時刻で渦度の反射や残留を定量
的に比較した (表 3 参照)．本文中に示したすべてのパラメータで Neumann 境界条件反
射を軽減することに成功した．吸収層のパラメータ毎の比較では，吸収性能は残留率 R
だけでなく，吸収係数 n(x)の関数形にも依存することが分かった．これは他の方程式に
おける吸収層と同じ傾向である [18, 19, 21]．n(x) が計算領域全体で滑らかであるほど
吸収性能がよいと考えられるが，離散化によるグリッド間での吸収係数 n(xi)の差が強
く影響する結果となり，本論文で扱った空間刻み幅 (h = 0:1， 0:05)では 24 で高い吸
収性能を示した．Sommerfeld放射条件 [15]との比較でも，吸収係数 n(x)が定数関数の
場合や，Rが大きいものを除いて，吸収層を実装した方が反射を抑えられていた．
カルマン渦列のシミュレーションでは，流れ関数 の時間変化を定点と直線上で観測し
た (2.4.2 節参照)．Neumann 条件のみの場合，観測地点から流出側境界までの距離が十
分に確保されていないと境界からの影響が観測された．しかし吸収層を実装することで，
空間差分の精度によらず，ある程度狭い領域の計算でも境界からの影響を軽減することが
できた．一方で Sommerfeld放射条件の場合，吸収層を付けることで境界からの影響によ
る の振動が大きくなる結果となった．しかし，本研究で扱ったカルマン渦列より複雑な
乱流のシミュレーションにおいては，Sommerfeld放射条件では対応できない可能性があ
り (図 8，9参照)，そのような場合でも破綻せずに計算を行える仮想吸収層の理論は有用
と言える．
第 3 節では簡約化電磁流体方程式に仮想吸収層を実装した．計算対象として磁気リコ
ネクション現象 [28, 29]を扱った．磁気リコネクションとは向きの異なる磁力線が接近し
た際に磁場形状を変化させ，磁気エネルギーを運動エネルギーに変換する現象で，太陽フ
レアやオーロラ爆発のメカニズムとして重要視されている [39, 40]．本論文で扱う流体モ
デルでは電流シートの不安定性による高速リコネクション [49, 50]が近年注目されている
が，人工的な流れを与えずに流出境界条件でシミュレーションする研究は筆者の知る限り
まだ行われていないため，仮想吸収層の理論を用いて流出境界条件の実現を目的として研
究を行った (3.1節参照)．
支配方程式 (3.19)，(3.20)，(3.21)，(3.22)の計算には有限差分法を用い，時間発展は
3次精度の Adams-Bashforth法，空間差分には 2次精度の差分法とスペクトル法を用い
た (3.3 節参照)．吸収層の実装は 2 節と同様だが，時間微分の入る方程式が (3.19) 式と
(3.20)式の 2本あるため，それぞれに減衰項を入れた場合を検証した．
数値計算では，始めに周期境界条件で計算を行い，先行研究 [50]や理論 (付録 B参照)と
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一致することを確かめた (3.5.1節参照)．次に，2節で流出境界として成功した Neumann
境界条件に吸収層を付けたものを流出側の境界に設置し，流出が達成されるかを検証した
(3.5.2節参照)．渦度の発展方程式 (3.19)にのみ減衰項を導入し，Lundquist数 S ' 600
で計算した結果では，吸収層の有無に関わらず，Neumann境界条件ではほとんど流出が
起こらなかった (図 30参照)．これは磁束関数  に与えた Neumann境界により磁力線の
広がりが制限され，流出を阻害しているためだと考えられる (図 29参照)．S ' 2500で
計算した結果では，Neumann境界条件のみでは破綻してしまう計算でも，吸収層を取り
入れることで破綻せずに計算を行えることが分かったが，S ' 600の場合と同様に流出は
あまり起こらなかった．磁束関数の発展方程式 (3.20) にも減衰項を導入した結果は，期
待している物理とは異なる結果となり，不適切であることが確認できた (図 33)．
流出を達成するために，Sommerfeld 放射条件と吸収層を組み合わせた境界も試した
(3.5.3 節参照)．人工的な流れを与えた場合のシミュレーションで流出側に Sommerfeld
放射条件のみを使った研究 [56]もあるが，流れを与えない本研究では，吸収層と組み合わ
せずに Sommerfeld放射条件のみで数値計算を行うと計算が破綻した (図 34，35参照)．
一方，S ' 600で Sommerfeld放射条件と吸収層を組み合わせて計算を行ったが，境界条
件に由来する誤差によって 1次不安定性の発生位置が変わる結果となった (図 36参照)．
これは Sommerfeld放射条件が抵抗項を無視するために生じる誤差が原因であり，抵抗を
初期平衡からの擾乱に対してのみ有効であると仮定したり (図 37参照)，抵抗そのものを
小さくして S ' 2500とする (図 41参照)と改善し，他の境界条件よりも顕著に流出が発
生した (図 39，図 42参照)．
渦の並進運動やカルマン渦列のシミュレーションでは Neumann境界条件に仮想吸収層
を付けたものや Sommerfeld 放射条件などの比較的簡単な境界条件で流出を達成できた
が，磁気リコネクションのように流出速度が動的に大きく変化する複雑な問題に対しては
困難が伴う．本研究では Sommerfeld放射条件と吸収層を組み合わせる手法を取り入れる
ことで磁気リコネクションでも流出を達成したが，今後は結果の物理的正当性を検証する
べきである．特に，吸収層を導入することで流入が起こりエネルギーが増加する問題 (図
42，付録 A参照) や，プラズモイド流出時に起こる境界からの反射 (図 43，44参照) の原
因が数値的な影響か，磁気島の衝突による物理的な影響かを調べる必要がある．また，減
衰関数の形による性能差も調べる予定である．減衰項の導入方法に関しても考察の余地が
あり，本研究で参考にした Berenger [18]の提唱した減衰項の他に，拡散で減衰させるも
の [2]や，複素数に拡張するもの [21, 24]があり，それらとの効果の違いを検証するのも
興味深い．
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付録 A 簡約化MHD方程式におけるエネルギーの時間変化
本編中では，系からの流出の有無を議論するためにエネルギー収支を計算している．こ
の節では，簡約化MHD方程式における運動エネルギーと磁気エネルギーの時間変化の評
価方法について述べる．まず，理想MHDの仮定の下で周期，Dirichlet，Neumann境界
条件を課した場合に，運動エネルギーと磁気エネルギーの和が保存されるかどうかを調べ
る．その後，散逸項を加えた場合の散逸量を評価する．
A.1 運動エネルギーと磁気エネルギーの和の保存
粘性や電気抵抗などの散逸項を除いた非圧縮理想MHDでは周期境界条件の下で運動エ
ネルギー (
RR juj2 dx dy = 2)と磁気エネルギー (RR jBj2 dx dy = 2) の和が保存されること
が知られている．ここでは簡約化MHD方程式 (3.19)，(3.20)，(3.21)，(3.22) 式におい
ても，周期境界条件下でエネルギーの和が保存されることを示し，Dirichlet，Neumann
条件下でどうなるかを調べる．
運動エネルギーの時間変化を ，! で表すと以下のようになる:
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(A.1)
に対して周期，斉次 Dirichlet，斉次 Neumann境界条件を課すと，(A.1)式の右辺第 1，
3項が 0になるので，流れ関数の Poisson方程式 (3.21) (! =  )より，
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が得られる．(A.1)式と種の計算を磁気エネルギーの時間変化に対しても行うと，
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(A.3)
と変形できる．(A.1)式と同様，今度は  に対して周期，斉次 Drichlet，斉次 Neumann
境界条件を課すことで，(A.3) 式の右辺第 1，3 項が 0 になるので，磁束関数の Poisson
方程式 (3.22) (jz =   )を用いて，
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が得られる．以上より，簡約化方程式で運動エネルギーと時間変化を調べる場合は渦度の
発展方程式 (3.19)に を掛けて積分を取り，磁気エネルギーの時間変化を調べる場合は
磁束関数の発展方程式 (3.20)に jz を掛けて積分を取れば良い．
まずは運動エネルギーを考える．(3.19)式に を掛け，積分を取ると次のようになる:
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左辺第 2，3項について，
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と展開できる．(A.6) 式の右辺は !， のどちらかに斉次 Dirichlet 境界条件を課す場合
や，!，の両方に周期境界条件を課す場合に 0となるが，，! に Neumann条件では
残る．(A.7) 式の右辺第 1，3，5，7 項は． に斉次 Dirichlet 条件を課す場合や，， 
の両方に周期境界条件を課す場合に 0となるが，に Neumann条件を課す場合は残る．
(A.7)式の右辺第 1，3，5，7項が 0になる場合，右辺第 2，4，6，8項はさらに変形でき
るので，
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が得られる．以上をまとめると，運動エネルギーの時間変化は全ての変数に周期境界条
件，斉次 Dirichlet条件を課す場合には
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となるのに対して，に Neumann条件を課すと余剰項が残る．
次に磁気エネルギーを考える．抵抗  を 0とした場合，(3.20)式に jz を掛けて積分す
ると， Z Lx=2
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すなわち，
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となる．
(A.9)，(A.11) から，理想 MHD の下では全ての変数に対して周期境界条件を課す場
合や， に斉次 Dirichlet 条件を課す場合には運動エネルギーと磁気エネルギーの和は
保存されるが， に Neumann 条件の場合は保存しないことがわかる．本編では  の計
算にスペクトル法 (3.3 節参照) を用いており，周期境界条件以外では DCT により斉次
Neumann境界条件を課している．つまり，運動エネルギーと磁気エネルギーの和は時間
発展によって変化することができ，系からの流出，流入が起こり得る．
A.2 エネルギー散逸・流出量の評価
前小節の計算により，に Neumann境界条件を課すと移流項によりエネルギーが変化
する可能性がある，つまり流出，流入が起こり得ることがわかった．また，本編のように
電気抵抗や吸収層からくる散逸項を加えた場合，運動エネルギーと磁気エネルギーの和は
減少するはずである．ここでは，それぞれの項によるエネルギー変化量を評価する．
(A.2)，(A.4)式より，減衰項と抵抗散逸項を加えた場合のエネルギーの時間変化はそれ
ぞれ，
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と表せる．(A.12)式の右辺第 3項が吸収層によるエネルギー変化に対応し，(A.13)式の
右辺第 2項が抵抗拡散によるエネルギー変化に対応する．
吸収層の減衰関数 nx，ny が定数の場合，(A.12)式の右辺第 3項は流れ関数の Poisson
方程式 (3.21)より，
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と変形できる．(A.14)式の右辺第 1，3項は に周期，斉次 Neumann，斉次 Dirichlet境
界条件を課せば落ち，残りは常に負である．よって，定数の減衰関数をもつ吸収層を実装
すると必ずエネルギーが減少することが確認できる．
一方，磁束関数の Poisson方程式 (3.22)式より，(A.13)式の右辺第 2項は
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と変形でき，抵抗散逸によるエネルギー変化も常に負であることが分かる．
A.3 数値計算によるエネルギー収支の確認
前小節までの議論により，初期時刻 0から任意の時刻 tまでのエネルギー収支が (A.12)
式，(A.13)式右辺各項の時刻 0から tまでの時間積分に対応する．そこで，数値計算上の
エネルギーの時間変化を調べるために変数をそれぞれ，8>>><>>>:
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(A.16)
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 Ly=2
jz dy dx dt;
(A.18)
と定義し，これらの時間変化を調べた．(A.16) 式がそれぞれ運動エネルギーと磁気エネ
ルギーに対応し，(A.17) 式がそれぞれ時刻 t までの運動エネルギーの増減量に対応し，
(A.18)式がそれぞれ時刻 tまでの磁気エネルギーの増減に対応する．(A.17)，(A.18)式
はどちらも系の持つエネルギーを奪う場合に増加し，エネルギーを与える場合に減少する．
空間の積分は台形則:
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
(x; y) dy dx '
NxX0
i=0
NyX0
j=0
i;j (A.19)
を用いて計算した．ただし，
X0
は級数の初項と末項を 1=2倍して和をとる演算子であ
る．時間の積分には本編と同様に AB3 (3.27)を用いた．juj2，jBj2 の計算には 2次精度
の中心差分法を用い，周期境界条件以外の場合，境界での離散化には 1次精度の片側差分
法で計算した．他にも周期境界条件以外の境界上では，Poisson括弧を 0とし，減衰係数
nx，ny は境界条件によって渦の発展方程式 (3.19) が考慮されないため 0 とした．ま
た，磁束関数の Poisson方程式 (3.22)より，境界上の には  jz を用いた．
以上の変数の測定を行い，周期境界条件での結果を図 45a，片側差分法によって実装
された Neumann 境界条件 (3.43) を課した結果を図 45b，それに仮想吸収層を設けた結
果を図 45c に示す．ただし，パラメータは本編の図 42 に合わせ，抵抗拡散が 0 から有
効 (3.20)で Lundquist数 S ' 2500，初期擾乱を (3.69)としている．つまり，図 45aが
図 42a，図 45b が図 42b，図 45c が図 42c と同じシミュレーション結果である．周期境
界条件 (図 45a) では，シミュレーションの始めから終わりまでエネルギー収支の総和で
ある水色の線，運動エネルギー K と磁気エネルギーM と抵抗散逸量M の和である
茶色の線が一定になった．流入・流出に対応する黄線の Kf;!g は常に 0であり，紫線の
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図 45: 簡約化MHD方程式におけるエネルギー収支の各項ごとの内訳．パラメータは本編の図 42
と同じで S ' 2500である．それぞれ赤線がK，緑線がM，青線がK+M，黄線がKf;!g，
紫線がKf ;jzg，黒線がK!，橙線がMf; g，灰線がM ，茶線がK +M +M ，
水線が現在のエネルギーとこれまでのエネルギー収支の和でK+M +Kf;!g+Kf ;jzg+
K!+Mf; g+M を表す．(a)は周期境界条件，(b)は片側差分で実装したNeumann
境界条件，(c)は (b)に吸収層を付けたものの結果である．
Kf ;jzg と橙線のMf; g の和も 0 であり，流入・流出が起きていないことが分かるので，
前小節までの理論と一致する．
Neumann 境界条件 (図 45b) ではプラズモイドが境界に到達する t  500 において計
算が破綻している．エネルギー収支は茶線が減少しているのに対して水色の線が一定に保
たれており，抵抗散逸以外のエネルギー減少は橙線 Mf; g による流出が寄与している
言える．これに吸収層を加えた結果 (図 45c) を見ると，プラズモイドが境界に到達する
t  400より前の時刻から紫色の線が減少しており，運動エネルギーを与えていることが
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分かるが，その分だけ黒線が増加しており，減衰項によって運動エネルギーが減衰されて
いることが分かる．本編同様，t  120，t  400において茶線が増加しているが，同時刻
にMf; g が減少しており，磁気エネルギーの流入が起きていることが確認できる．この
原因は不明であり，今後の課題の 1つと言える．
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付録 B テアリング不安定性
本研究では簡約化 MHD 方程式によるシミュレーション対象として磁気リコネクショ
ンを扱っている．ここでは無衝突プラズマにおける磁気リコネクションの基礎理論である
テアリング不安定性について，Furth-Killeen-Rosenbluthの線形理論 [67] と Rutherford
領域における非線形理論 [68] をまとめておく．
本文中では x軸方向に平行な磁力線に対して，x軸方向に初期擾乱を入れて数値計算を
行っているが，この節では参考文献 [28, 41, 50, 67]に合わせ，y軸方向に平行な磁力線に
対して議論を行う．
B.1 磁気島
不安定性の解析に入る前に，磁気島の概念について記述する．磁気島とは単独で閉じた
磁力線の範囲のことで，磁束関数  の擾乱はその等高線に相当する磁場の形状を変化さ
せ磁気島を生成する．初期平衡状態 B0 =   (@ =@x) ey に対して，y 軸方向の周期的な
擾乱:
 (x; y) =  0(x) +  1(x) cos(ky) (B.1)
を考えると，磁力線の様相は図 46 のようになる．cos(ky)の周期性により，B0 = 0とな
るセパラトリクス (図 46の太線) の交点 Xは (x; ky) = (0;)に位置し，幅が最大とな
る点 Oは X点の中間である (x; ky) = (0; 0)に位置する．O点におけるセパラトリクス
の幅W を磁気島の幅と定義する．
島幅W を求めるために，磁気島の中で  1 の変化が非常に小さく，定数とみなすこと
ができると仮定する．X点における磁束関数の値  X はセパラトリクス上での値  S に等
しく，
 X =  S =  0    1 (B.2)
と表される．一方，島幅W を与える図 46の A点における磁束関数の値  A は O点から
Taylor展開して，
 A =  O +
W
2
d 0
dx
+
W 2
8
d2 0
dx2
=  0 +
W
2
d 0
dx
+
W 2
8
d2 0
dx2
+  1 (B.3)
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図 46: テアリングモードによって発生した xy 平面上の磁気島の様相．曲線は  の擾乱によって曲
がった磁力線を表し，太線はセパラトリクスである．2本セパラトリクスの交点を X点，セ
パラトリクス同士の距離が一番遠い A点でのセパラトリクスの中心を O点とし，そこでの
距離が磁気島幅W に相当する．
となる．A点はセパラトリクス上にあるため  A =  S である．また，セパラトリクスは
B0 = 0となる点の集合なので，d 1=dx = 0となる．よって，(B.2)，(B.3)式より磁気
島幅W は次のように求められる:
W = 2
s
  1

d2 0
dx2
 1
: (B.4)
B.2 Furth-Killeen-Rosenbluthの線形理論
ここでは，テアリング不安定性の第 1段階である Furth-Killeen-Rosenbluthの線形理
論 (FKR理論 [67])についてまとめる．これは微小な抵抗のある系において，理想MHD
平衡状態のプラズマに小さな擾乱が入った時に，その擾乱が大きくなる (平衡状態から離
れる)か，小さくなる (平衡状態に戻る)かを，線形化したMHD方程式で確認する理論で
あり，様々な文献 [28, 29, 41, 50]でまとめられている．
B.2.1 簡約化MHD方程式の線形化
B?0 = B00f(x)ey (すなわち Bx = @ 0=@y = 0，By =  @ 0=@x = B00f(x)，よっ
て  0 =   B00F (x))，0 = 0 という流れのない理想 MHD 平衡状態を考える．ただ
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し，f(x) は f(0) = 0; f 0(0) = 1 となる奇関数で，x ! 1 で定数に漸近する関数と
する (tanhx など)．ここに y 軸方向に変化する微小な摂動を加え，変数 ， を代表
して  と書く場合 (t; x; y) = 0(x) + 1(t; x; y) となり，成長率 ，波数 k を用いて
1(t; x; y) = 1(x) exp (t+ iky) と表せるとする．これに基づいて簡約化 MHD 方程式
(3.19)，(3.20)，(3.21)，(3.22)式を線形化する．(3.19)式は (3.21)，(3.22)式により，
@
@t
() + f;g = f ; g (B.5)
となり，各項を展開し 2次以上の微小項を落とすと，
@
@t
() =
@
@t

@2
@x2
+
@2
@y2

1

= 

@2
@x2
  k2

1; (B.6)
f;g = @1
@y
@
@x

@2
@x2
+
@2
@y2

1

  @1
@x
@
@y

@2
@x2
+
@2
@y2

1

' 0; (B.7)
f ; g = @
@y
( 0 +  1)
@
@x

@2
@x2
+
@2
@y2

( 0 +  1)

  @
@x
( 0 +  1)
@
@y

@2
@x2
+
@2
@y2

( 0 +  1)

' @ 1
@y
@3 0
@x3
  @ 0
@x
@
@y

@2
@x2
+
@2
@y2

 1

=  ik B00f 00(x) 1 + ik B00f(x)

@2
@x2
  k2

 1 (B.8)
となる．一方，(3.20)式:
@ 
@t
+ f;  g =  (3.20)
の各項を同様に展開すると，
@ 
@t
=
@
@t
( 0 +  1) =  1; (B.9)
f;  g = @1
@y
@
@x
( 0 +  1)  @1
@x
@
@y
( 0 +  1)
' @1
@y
@ 0
@x
=  ik B00f(x)1 (B.10)
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 1 = 

@2
@x2
  k2

 1 (B.11)
となる．ただし，ここでは簡単のため抵抗による拡散項は平衡状態からの擾乱に対しての
み有効としているが，本編中のシミュレーションでは 0からの差で有効としている場合も
ある．
以上をまとめると，線形化された簡約化MHD方程式は次の 2本に集約される:


@2
@x2
  k2

1 =  ik B00f 00(x) 1 + ik B00f(x)

@2
@x2
  k2

 1; (B.12)
 1   ik B00f(x)1 = 

@2
@x2
  k2

 1: (B.13)
B.2.2 線形不安定性の解析
ここでは線形化された簡約化MHD方程式 (B.12)，(B.13) から成長率  を解析的に求
め，その不安定性について議論する．1(t; x; y) = 1(x) exp (t+ iky) より， > 0では
擾乱 1(t; x; y)が指数的に増加するため不安定であり， > 0では安定となる．
与えた初期平衡は x = 0で磁力線が反転する．抵抗は微小であるため，磁力線が同じ方
向を向いている場合はその影響が非常に小さいとみなすことができる．しかし，逆向きの
磁力線が隣り合う x = 0付近では，抵抗によって磁場の打ち消し合いが起こるため，その
影響を無視することが出来ない．よってこの先に議論では，抵抗は x = 0周りの非常に狭
い領域 jxj < l  L? でのみ有効であると近似する．ただし，l は抵抗層のスケール長
で，L? は初期平衡のスケール長である．このとき，次の 2つの領域に分けて考えること
ができる (図 47参照):
外部領域 jxj  l．理想MHD平衡が有効な領域で，慣性項 ((B.12)式左辺)と抵抗項
((B.13)式右辺)を無視できる．
内部領域 jxj  L?．微小な抵抗によって磁力線の打ち消し合いが起こり得る微小領域
で，j@2=@x2j  k2，f(x)  xと近似できる．
2つの領域の重複部分 l  jxj  L? では 2つの解が一致するはずなので，これを利用
して解析的に  を求める．
■外部領域 上述したように，外部領域 (jxj  l)では抵抗拡散を無視でき，理想MHD
平衡状態からの変化も少ないと考えられる．よって，慣性項と抵抗項を無視でき，(B.12)，
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図 47: FKR 理論における領域の分け方．x = 0 で反転する磁力線を考えた場合，x  l(外部領
域)では磁力線が全て同じ方向を向いており，抵抗拡散が微弱な場合はその効果が無視でき
る．一方，x L?(内部領域)では磁力線が反転するため，抵抗拡散が微弱でもその効果を
無視できない．外部，内部領域それぞれで近似した方程式の解を考え，重複領域でマッチン
グさせることで，領域全体の近似解を求める．
(B.13)式はそれぞれ次のようになる:
f(x)

@2
@x2
  k2

 1 = f
00(x) 1; (B.14)
1 =
i
k B00f(x)
 1: (B.15)
ここで，x = 0付近の微小な領域 jxj  l を境界層とみなし，外部領域の解の境界条件を
考える．x = 0の周りに x方向の幅が境界層より少し厚く，y 方向に十分な厚さを持つ長
方形領域 S を考える．領域に関係なく Ampere の法則 (3.7) が成り立つので，それの面
積積分を行うと，Stokesの定理により，ZZ
S
rB1 dx dy =
ZZ
S
0j1 dx dy;
)
Z
S
B1  dl = 0Jk1;
) By1

x!0+  By1

x!0  = 0Jk1 : (B.16)
が得られる．ただし，Jk1 は非常に狭い層に集中する電流量とし，有限の値とする．(B.16)
式は境界層，つまり内部領域を挟んで By1 =  @ 1=@x が不連続となることを表してお
り，その不連続の量を 0 とし，次のように定義する:
0 =

@
@x
ln 1
0+
0 
=
1
 1

@ 1
@x

x!0+
  @ 1
@x

x!0 

: (B.17)
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0 は外部領域の方程式である (B.14)，(B.15)の解のみから決めることができ，この値が
後で求める抵抗不安定性の調べるために重要になる．
■内部領域 内部領域 (jxj  L?)は抵抗層とも呼ばれ，抵抗が優位に働く領域である．こ
のとき，y軸方向の変化よりも x軸方向の変化の方が十分大きいと仮定し，j@2=@x2j  k2
とする．また，内部領域は微小区間であるため f(x)  xと近似でき， 1 もほとんど変化
しないと考え，代表的な定数  1(0)で代用できるとする．以上の仮定を用いると，(B.12)，
(B.13)式は次のようになる:

@21
@x2
= ik B00x
@2 1
@x2
; (B.18)
 1(0)  ik B00x1 = 
@2 1
@x2
: (B.19)
ただし，f 00(x)の項は 0 ! 0 + O(2=5) と修正する程度の違いしか生まないため，こ
こでは無視している [64]． 1 =  1(0)の近似により，内部領域から見た0 の値は，
0 =

@
@x
ln 1
+x0
 x0
=
1
 1(0)

@ 1
@x
+x0
 x0
=
1
 1(0)
Z +x0
 x0
@2 1
@x2
dx (B.20)
とみなすことができる．ただし，x0 は抵抗層の厚さに相当する長さで，外部領域から見れ
ば 0に近似できるが，内部領域からは x軸方向両端境界に相当する．これと (B.18)式を
組み合わせることで，
0 =

ik B00 1(0)
Z +
 
1
x
@21
@x2
dx (B.21)
を得る．先述したように 0 の値は外部領域の解から求まるので，内部領域における 1
の解が求まれば，(B.21)式から成長率  を得ることができる．
内部領域における 1 を求めるために，(B.18)式に (B.19)式を代入すると，

@21
@x2
= k B00x

i 1(0) + k B
0
0x1
	
(B.22)
が得られる．ここで抵抗層のスケールを (B.22) 式の左辺と右辺第 2 項の次元を考えて，
次のように決める:
x   = ()
1=4
(k B00)1=2
: (B.23)
86
これは抵抗  が小さくなるほど抵抗層の幅も小さくなることを表しており，直感的に正し
い．これに基づき，
X  x

; P  k
B00
i 1(0)
1 (B.24)
と規格化すると，(B.22)式は次の形になる:
@2P
@X2
= X(1 +XP ): (B.25)
この方程式の解は
P (X) =  X
2
Z =2
0
exp

 X
2
2
cos 

sin1=2  d (B.26)
で与えられる．検算すると，(B.26)式の両辺を X で 2階微分することにより，
@2P
@X2
=  1
2
@
@X
(
1 +X
@
@X
Z =2
0
exp

 X
2
2
cos 

sin1=2  d
)
=  1
2

2
@
@X
+X
@2
@X2
Z =2
0
exp

 X
2
2
cos 

sin1=2  d (B.27)
となり，
@
@X
exp

 X
2
2
cos 

=  X cos  exp

 X
2
2
cos 

;
@2
@X2
exp

 X
2
2
cos 

=    cos   X2 cos2  exp X2
2
cos 

(B.28)
を使って，
@2P
@X2
=
X
2
Z =2
0
exp

 X
2
2
cos 

sin1=2 
 
3 cos   X2 cos2  d (B.29)
と展開できる．(B.26)，(B.29)式より，
@2P
@X2
 X2P = X
2
Z =2
0
exp

 X
2
2
cos 

sin1=2 
 
3 cos   X2 cos2  +X2 d
=
X
2
Z =2
0
exp

 X
2
2
cos 

sin1=2 
 
3 cos   X2 sin2  d
= X
Z =2
0
d
d

sin3=2  exp

 X
2
2
cos 

d
= X (B.30)
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が得られ，これは (B.25)式に一致する．
(B.24) 式による規格化を (B.21) 式にも行うと，このスケールでは (B.21) 式の積分区
間 x0 が 1に相当するため，次のように表せる:
0 =
5=4
3=4
 
k B00
1=2 Z 1 1 1X @
2P
@X2
dX: (B.31)
ここで，(B.29)式を代入すると，
Z 1
 1
1
X
@2P
@X2
dX =
1
2
Z 1
 1
(Z =2
0
exp

 X
2
2
cos 

sin1=2 
 
3 cos   X2 cos2  d) dX
=
1
2
Z =2
0
sin1=2 
Z 1
 1
exp

 X
2
2
cos 
 
3 cos   X2 cos2  dX d
(B.32)
となる．数学公式 [65]: Z 1
0
e ax
2
dx =
1
2

a
1=2
(B.33)Z 1
0
e ax
2
x2 dx =
1
4
 
a3
1=2
(B.34)
を使うと，(B.32)式はさらに計算でき，次のようになる:Z 1
 1
1
X
@2P
@X2
dX =

2
1=2 Z =2
0
sin1=2 

3 cos1=2    cos1=2 

d
= (2)
1=2
Z =2
0
sin1=2  cos1=2  d
 2:12: (B.35)
これを (B.31)式に代入すれば成長率  は以下のように表すことができる:
 = 0:553=5
 
k B00
2=5
04=5: (B.36)
この結果を評価するために，理想 MHD の時間スケール (Alfven 波の振動数の逆数)
A = 1=(k B
0
0L?) と抵抗による拡散の時間スケール  = L2?= を使って考えると，
(B.36)式は次のように書きなおされる:
 =
0:55 (0L?)
4=5

2=5
A 
3=5

: (B.37)
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図 48: Porcelliの初期値 (3.55)における 0 と k の関係．k は実数で k > 0としている．
これは抵抗が十分に小さい場合 (  1)，
1

   1
A
(B.38)
となり，抵抗不安定性が理想MHD不安定性よりは遅く成長し，抵抗による減衰速度より
は早く成長することを示している．
B.2.3 0 の計算
B.2.2節で述べた通り，抵抗不安定性の線形成長率  を求めるのに重要な値となる 0
は抵抗層外部領域の解のみから導出することができる．
本研究では理想MHD平衡:
0(x) = 0;  0(x) =
 0
cosh2(x)
(3.55)
を考える．このとき，Porcelliら [66]によると 0 は
0(k) = 2

6k2 + 15
k2
p
k2 + 4
 
p
k2 + 4

(B.39)
から求められる．k は実数で k > 0 とすると，0(k) は図 48 のようになる. また，
Lx = 2 を固定すれば，0(k) は Ly に入る最大波長 1=kmin = Ly=2 によって与えら
れる．
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B.3 Rutherford 領域
FKR理論によって擾乱が成長して島幅W が大きくなると，線形近似が有効でなくな
り，非線形効果の大きい領域となる．この非線形領域に入った直後における島幅W の様
相は Rutherfordによって解析された [68]．
磁束関数の発展方程式 (3.20) をフラックス上で平均を取ると，f;  g =  f ; g =
 B  r の項が落ち， D@ 
@t
E
 
= jz (B.40)
となる．非線形領域に入った直後 (Rutherford 領域)においても @2 1=@x2  @2 1=@y2
がある程度成り立つと仮定すると，磁束関数の Poisson方程式 (3.22)より，
jk1  @
2 1
@x2
(B.41)
と考えられる．ここで，
0 =

@
@x
 1
0+
0 
= lim
!0

@ 1
@x

x+
  @ 1
@x

x 

= 1;
) lim
!0
0

= lim
!0
@ 1
@x

x+
  @ 1@x

x 

= 1  @
2 1
@x2
= 1;
) @
2 1
@x2
 
0

 1 (B.42)
より， W を仮定すると，次の関係式が得られる:
@ 1
@t
' jk1  
0
W
 1: (B.43)
これを踏まえ，(B.4)式で与えられる島幅の時間変化を考えると，
@W
@t
=
@
@t
 
2
s
   1
@2 0=@x2
!
=
s
  1
@2 0=@x2
1p
 1
@ 1
@t

s
  1
@2 0=@x2
1p
 1

0 1
W
 0 (B.44)
が得られ，Rutherford領域では磁気島幅W が線形的に成長すると分かる．より厳密に計
算すると，(B.44)式右辺に付く比例係数は 1.22と言われている [29]．
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付録 C Sweet-Parkerの定常磁気リコネクションモデル
ここでは本節で省いた Sweet-Parkerモデル [43, 44]の詳細について説明する．
規格化されていない Faradary の法則 (3.5) に Ampere の法則 (3.7) と Ohm の法則
(3.6)を代入すると，
@
@t
B = r (v B)  r J
= r (v B) + 
0
(rrB) (C.1)
と変形でき，ここにベクトル公式 rrA = r (v A) A を使うと，
@
@t
B = r (rB) + 
0
B (C.2)
得られる．このとき，図 19a のような CS  LCS の長方形の構造を持つ電流シートを仮
定する．電流シート近傍では縦方向のプラズマの動きが非常に遅く，抵抗拡散によって磁
気圧が減少し，その圧力平衡を満たす為にのみプラズマが電流シートに侵入すると考え
る．シート内での抵抗拡散の時間スケールは，(C.2)式から
 0 
0

2CS (C.3)
と表すことができ，このときの電流シートへの流入速度 uin は次のようになる:
uin  CS
 0
=
vA
S
LCS
CS
: (C.4)
ただし，Alfven速度 vA = Bin=
p
0，Lundquist数 S = 0vALCS= としている．
電流シートにプラズマが流入するとエネルギーが貯まるが，圧力は外部の磁場と平衡状
態にあるため，シート内の圧力は
pCS  B
2
in
20
(C.5)
となる．この圧力によってプラズマが電流シート外部へ押し出されるとすると，エネル
ギー保存則から，
u2out
2
 B
2
in
20
) uout  Binp
0
 vA (C.6)
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が得られ，流出速度 uout が Alfven速度のオーダーになることが分かる．また，非圧縮性
(r  v = 0) の仮定から， ZZ
CS
r  v dxdy = 0
)
Z
LCS
uin dx+
Z
CS
uout dy = 0
) uin =
CS
LCS
uout (C.7)
の関係があり，これと (C.4)式，(C.6)式を合わせ，
CS
LCS
=
1p
S
(C.8)
となる．以上より，磁気リコネクションの進行度合いを測る無次元量であるリコネクショ
ン率 rsp を導入すると,
rsp  uin
uout
 1p
S
(C.9)
が得られる．
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付録 D 磁気フラックスの減少を観点とする流出の有無の
評価
磁束関数  のフラックス  2 に着目し，系から流出によりこれが減少すると考えられ
る．系の磁気フラックス  2 の時間変化は磁束関数の発展方程式 (3.20)式の両辺に  を
掛けて面積分をすることで求まる．計算すると以下のようになる:Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
 
@ 
@t
dy dx+
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
 f;  g dy dx = 
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
  dy dx:
(D.1)
(D.1)式の左辺第 1項はZ Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
 
@ 
@t
dy dx =
1
2
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
@j j2
@t
dy dx (D.2)
に等しく，左辺第 2項はZ Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
 f;  g dy dx =
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
 

@
@y
@ 
@x
  @
@x
@ 
@y

dy dx
=
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
 
@
@y
@ 
@x
dy dx 
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
 
@
@x
@ 
@y
dy dx
=
Z Lx=2
 Lx=2

 
@ 
@x
y=Ly=2
y= Ly=2
dx 
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
@
@y

 
@ 
@x

dy dx
 
Z Ly=2
 Ly=2

 
@ 
@y
x=Lx=2
x= Lx=2
dy  
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
@
@x

 
@ 
@y

dy dx
=
Z Lx=2
 Lx=2

 
@ 
@x
y=Ly=2
y= Ly=2
dx 
Z Ly=2
 Ly=2

 
@ 
@y
x=Lx=2
x= Lx=2
dy (D.3)
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と変形できる．(D.1)式右辺も

Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
  dy dx = 
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
 (r  r) dy dx
= 
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@ 
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x=Lx=2
x= Lx=2
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Z Ly=2
 Ly=2

 
@ 
@y
y=Ly
y=0
dx (D.4)
となる．これらをまとめると，フラックスの時間変化は次のようになる:
1
2
Z Lx=2
 Lx=2
Z Ly=2
 Ly=2
@j j2
@t
dy dx 
Z Lx=2
 Lx=2

 

 @ 
@x
+ 
@ 
@y
y=Ly=2
y= Ly=2
dx
+
Z Ly=2
 Ly=2

 


@ 
@y
+ 
@ 
@x
x=Lx=2
x= Lx=2
dy: (D.5)
本編中では，流入側となる y = Ly=2境界上で  に斉次の Dirichlet条件を課している
ため，(D.5)式の右辺第 1項は 0になる．よって，条件:
 
Z Ly=2
 Ly=2

 


@ 
@y
+ 
@ 
@x
x=Lx=2
x= Lx=2
dy > 0 ;
(D.6)
(  

 


@ 
@y
+ 
@ 
@x
x=Lx=2
x= Lx=2
> 0;
,   (Lx
2
; y)


@ 
@y
+ 
@ 
@x
 
(Lx2 ;y)
+  ( Lx
2
; y)


@ 
@y
+ 
@ 
@x
 
( Ly2 ;y)
> 0
(D.7)
を満たしていればフラックスは必ず減少することになり，系からの流出が起きていると判
断できる．(D.7)式を満たす形として，次のような条件がある:8>>>>><>>>>>:
s1(y) (
Lx
2
; y) =


@ 
@y
+ 
@ 
@x
 
(Lx2 ;y)
;
s2(y) ( Lx
2
; y) =


@ 
@y
+ 
@ 
@x
 
( Lx2 );y
;
s1(y) =  s2(y):
(D.8)
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  (b)         (a)        (c)       と磁力線
図 49: (D.8)式の時間，空間依存性を調べた結果．(a)の x < 0が s2，x > 0が s1 のカラーマッ
プに対応する．比較のため，(b) に x 軸方向の速度 ux のカラーマップを，(c) に電流密度
jz のカラーマップと磁力線を載せた．
(D.8)式を最も簡単に満たす条件の一つに s1 =  s2 = 1があるが，これを境界条件と
して本文中の計算を行うとすぐに発散する．これは抵抗  が非常に小さい上，流れ関数
の初期条件が 0であるため，@ =@y   という条件になってしまうためである．よっ
て，s1，s2 は時間，空間に強く依存していると考えられる．周期境界条件を使ったシミュ
レーションで計算領域内の s1，s2 の値を観測した結果を図 49 に示す．計算に用いたパ
ラメータは本文中の図 41a と同じである．図 49a の x < 0が s2，x > 0が s1 に対応す
るが，プラズモイドの流出が起こる t < 210 まではカラーマップが y 軸対称で，(D.8)第
3式を満たしているように見える．しかし，プラズモイド流出の際には対称性が崩れてい
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図 50: 本文中の図 41，42と同じシミュレーションにおける (D.6)式左辺の時間発展の様子．赤線
が周期境界条件 (図 41，42a)，緑線が Neumann境界条件 (図 41，42a)，青線が Neumann
境界条件に吸収層 (図 41，42a)，黄線が Sommerfeld放射条件に吸収層 (図 41，42a)，を
課した結果である．
る．時間依存性も，テアリングモードの成長に連れて s1, s2 の様相も大きく変化してお
り，単純に s1, s2 に定数を与えるだけでは物理的に正しい流出境界にはならないと考えら
れる．
本文中の図 41，42 と同じパラメータの数値計算で (D.6) 式の左辺の時間発展を調べ
たものを図 (50) に示す．周期境界条件 (図 50 赤線) では常に 0 になっており，系から
の流出，流入が起こらないことを表し，(D.6) 式の条件が物理と一致することが分かる．
Neumann境界条件 (図 50緑線) は常に正となっており，(D.6)式からくる流出条件を満
たしているが，吸収層を課した結果 (図 50緑，黄線)では負になる時刻があり，今後検証
の余地がある．
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